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Предлагаемый читателю второй выпуск научных трудов представ-
ляет собой освещение основных результатов, полученных в последние 
годы учеными, сформировавшимися в период золотого века советской 
теоретической физики, и содержит значительный вклад украинской тео-
ретической школы физики.  
Обзорные работы, как правило, более продуманы, формируются 
в течение десятков лет, в наибольшей степени свободны от поспешных 
и неапробированных временем решений, являют собой весьма ценный 
для науки материал, на основе которого постепенно и основательно 
строится величественное здание науки. Можно надеяться, что представ-
ленные в данных сборниках научных трудов обзорные работы найдут 
свое место в этом процессе.  
Во второй выпуск научных трудов включен ряд обзоров результа-
тов научных исследований, полученных в последние годы в области тео-
ретической физики в направлениях, которые на протяжении многих лет 
интенсивно развиваются в Украине и соседних странах и получили все-
мирную известность. 
Сборник начинается с обзорной работы патриархов советской тео-
ретической физики А. А. Рухадзе и В. П. Силина, где обсуждается ста-
новление современных представлений о бесстолкновительной плазме. 
Показано, как происходило осознание основных теоретических пред-
ставлений физики бесстолкновительной плазмы, как пример модели 
среды, свойства которой в основном определяются коллективными явле-
ниями в системе заряженных частиц. 
В работе А. Г. Загороднего, А. В. Киричка и В. М. Куклина 
показано, что обнаруженный В. Е. Захаровым механизм нелинейного 
поглощения ленгмюровских колебаний в плазме оказывается приме-
нимым и для интенсивных полей в холодной плазме, описываемых 
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уравнениями В. П. Силина. Показано, что уравнения модели Захарова 
(описывающие процессы в неизотермической плазме, в условиях, когда 
плотность энергии поля меньше плотности тепловой энергии среды)  
могут быть получены из уравнений модели Силина (справедливых для 
описания параметрических неустойчивостей интенсивных колебаний 
в низкотемпературной плазме). Определена доля энергии, которая пере-
дается ионному компоненту, и в обоих случаях можно говорить о темпе-
ратуре ионов, причем в холодной плазме оказывается почти в два раза 
больше быстрых ионов, чем в плазме неизотермической.  
Обзор В. М. Конторовича посвящен кинетическим уравнениям 
слабой турбулентности, включая точные методы получения неравновес-
ных распределений. Особое место уделяется астрофизическим приложе-
ниям, в частности, процессу слияния галактик и формированию спект-
ров масс в космосе.  
Материалы работы В. А. Буца содержат описание регулярной 
и хаотической динамики частиц в очень сильных полях внешнего,  
в основном лазерного излучения, часто представляющего собой пакеты 
волн. Обсуждаются эффекты авторезонансов, перекрытия резонансов, 
вопросы чувствительности регулярных режимов взаимодействия частиц 
и волн к внешним воздействиям, появление областей хаотической дина-
мики в многоволновых режимах генерации и усиления. Рассмотрены 
причины ослабления взаимодействия и срыва генерации, обусловлен-
ные ростом влияния хаотической динамики. 
В обзоре В. В. Яновского и А. В. Тура рассмотрены новые эффекты 
и явления, возникающие при отказе от концепции точечной бесструк-
турной частицы и при рассмотрении структурно-сложных частиц  
с небольшим числом внутренних степеней свободы. Эта часть насыщена 
необычными явлениями, сопровождающими кинематику и динамику 
таких частиц. 
В заключении редакционная коллегия поздравляет выдающегося 
ученого современности, члена-корреспондента РАН, профессора В. П. Си-
лина с его 90-летним юбилеем и желает ему здоровья, в частности и для 
реализации новых достижений в области теоретической физики. Также 
мы искренне поздравляем с юбилеем ректора Харьковского университета 
академика НАН Украины профессора В. С. Бакирова и желаем ему бла-
гополучия и успехов вместе с руководимым им коллективом старейшего 
на Украине двухвекового классического университета г. Харькова.  
 
 
Академик НАН Украины                                       А. Г. Загородний 
    Академик НАН Украины                                       Н. Ф. Шульга 
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ратко излагается история создания современных представле-
ний физики бесстолкновительной (власовской) плазмы, начи-
ная от предсказания лорда Дж. Рэлея в 1906 г. того, что элект-
роны, находящиеся на поверхности нейтрализующей их заряд положи-
тельно заряженной сферы (модель атома Дж.Дж. Томсона 1903 г.), мо-
гут совершать колебания в электрическом поле, создаваемом ими же. 
Он не только предсказал, но и получил уравнения колебаний и опреде-
лил их частоту. Спустя 20 лет (в 1924 г.) И. Ленгмюр (возможно незави-
симо от Дж. Рэлея), начав последовательное исследование спектров ко-
лебаний плазмы газового разряда, действительно обнаружил такие ко-
лебания с частотой, совпадающей с предсказанной Дж. Рэлеем. Опира-
ясь на свои экспериментальные результаты, И. Ленгмюр вместе 
с Л. Тонксом развили простую механическую модель электронно-
К 
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ионной плазмы с полным самосогласованным электромагнитным по-
лем, которая качественно объяснила эксперименты И. Ленгмюра. Для 
количественного объяснения эксперимента требовалось использование 
кинетической теории. Существующая в то время кинетическая теория 
Больцмана, однако, для описания плазмы была не пригодной из-за 
расходимости интеграла столкновений при кулоновском взаимодей-
ствии частиц. Первый, кто сделал уравнение Больцмана применимым 
для описания плазмы, был Л. Д. Ландау, который в 1937 г. учел дебаев-
скую экранировку кулоновского поля в плазме и, тем самым, интеграл 
столкновений в уравнении Больцмана оказался конечным. Однако  
поля, фигурирующие в уравнении Больцмана, Л. Д. Ландау считал за-
данными (внешними) и поэтому полученное им уравнение было непри-
годным для описания волновых процессов в плазме. Смелый шаг при 
построении кинетической теории бесстолкновительной плазмы сделал 
А. А. Власов, который в 1938 г. записал кинетическое уравнение с само-
согласованными полями, уравнениями Максвелла и силой Лоренца. 
Это уравнение было в 1946 г. признано Л. Д. Ландау пригодным для 
плазмы, и даже, основываясь на нем, он получил свое знаменитое «за-
тухание Ландау» плазменной волны в максвелловской бесстолкнови-
тельной плазме. В этом же 1946 г. вышла книга Н. Н. Боголюбова, в ко-
торой развит общий метод вывода кинетических уравнений для газов со 
слабым взаимодействием частиц. В частности, для газа с экранирован-
ным кулоновским взаимодействием частиц в первом приближении по 
взаимодействию он получил уравнение Власова, а во втором – интеграл 
столкновений Ландау. Дальнейшее развитие кинетической теории 
плазмы связано с именами В. П. Силина, А. Ленарда и Р. Балеску, ко-
торые развили метод Боголюбова и получили интегралы столкновений 
в виде, пригодном для описания быстропеременных процессов в плазме 
и наличия сильного магнитного поля, а также волнового взаимодей-
ствия частиц, обусловленного учетом динамической поляризации плаз-
мы. В. П. Силин со своими сотрудниками показали, что учет такого  
взаимодействия кардинально меняют наши представления о процессах 
переноса и релаксации в неизотермической плазме с горячими элект-
ронами.  
 
 
 
 
Настоящий раздел посвящен краткому изложению истории разви-
тия фундаментальных представлений о бесстолкновительной плазме 
как о газе с кулоновским взаимодействием частиц. В таком газе для  
целого ряда явлений главную роль играют коллективные процессы  
взаимодействия частиц с самосогласованными полями. По-видимому, 
первым, кто предсказал колебания нейтрализованной по заряду систе-
А. А. Рухадзе, В. П. Силин. Часть І. Путь создания физических представлений…          11 
 
мы электронов и создаваемого ими же электрического поля (что теперь 
именуют самосогласованным полем) в 1906 году был лорд Дж. Рэлей [1] 
(см. также [2]). Ссылка на его работу приведена на первой странице ра-
боты А. А. Власова 1938 года [3]. В работе Дж. Рэлея [1] изучались свой-
ства модели атома, предложенной в 1903 году Дж. Дж. Томсоном [4] 
(см. также [5]), состоящего из положительно заряженной тяжелой сферы 
с вкрапленными в нее легкими электронами. Дж. Рэлей получил урав-
нение колебаний электронов в такой сферической системе и дал пра-
вильную оценку частоты колебаний. Возможно, как полагают, незави-
симо от лорда Дж. Рэлея И. Ленгмюр [6-8] в 1924 году начал последова-
тельное экспериментальное исследование свойств электрического разря-
да в газах вдали от электродов, на расстояниях, больших дебаевской 
длины. Он полагал, что на таких расстояниях поля, создаваемые элект-
родами, согласно П. Дебаю и Е. Хюккелю [9] (см. также [10]), экраниру-
ются, и электроны и ионы образуют плотный однородный нейтрализо-
ванный по заряду газ заряженных частиц, который И. Ленгмюр назвал 
плазмой. Начал он эту работу с исследования спектров колебаний плот-
ности заряда с помощью созданного им высокочастотного зонда 
(зонд Ленгмюра) [6]. При этом он обнаружил в пределе длинных волн 
предельную частоту конечной величины, такую, какую еще в начале ве-
ка предсказал лорд Дж. Рэлей [1]. Эта частота, как заметил в 1928 году 
И. Ленгмюр [8], оказалась зависящей от плотности электронов плазмы, 
что позволило ему сделать важный вывод о коллективной природе коле-
баний. Впоследствии такие колебания получили название плазменных 
колебаний (часто их называют ленгмюровскими, хотя можно было бы их 
называть колебаниями Рэлея–Ленгмюра). В 1929 году И. Ленгмюр 
и Л. Тонкс [11, 12] с помощью простейшей механической модели движе-
ния электронов в самосогласованных электромагнитных полях, описы-
ваемых уравнениями Максвелла, количественно объяснили найденный 
И. Ленгмюром спектр продольных (потенциальных) колебаний. Более 
того, с помощью этой же модели им удалось также качественно объяс-
нить как наблюдаемую ими дисперсию ленгмюровских волн, так 
и наличие в плазме низкочастотной (с участием ионов) звуковой ветви 
колебаний, а также возможность распространения в плазме поперечных 
электромагнитных волн. 
Следующий важный этап развития фундаментальной науки 
о плазме можно видеть в работе Л. Д. Ландау 1938 года [13], который 
сделал кинетическое уравнение Больцмана пригодным для описания 
газа с кулоновским взаимодействием частиц, для которых, как известно, 
полное сечение упругого рассеяния пары заряженных частиц является 
бесконечным. В этом случае интеграл столкновений Больцмана, естест-
венно, теряет смысл. Он, независимо от И. Ленгмюра, воспользовался 
известным с 1923 года результатом П. Дебая и П. Хюккеля [9] и учел  
дебаевскую экранировку кулоновского потенциала взаимодействия  
заряженных частиц в плазме, ослабляющую взаимодействие частиц на 
больших расстояниях и делающую сечение кулоновского рассеяния 
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в плазме конечным. Ранее такое конечное значение сечения кулоновско-
го рассеяния электронов в плазме было получено И. Ленгмюром 
в 1928 году [8]. В итоге, Л. Д. Ландау учел статическое самосогласован-
ное электрическое поле для получения имеющего смысл интеграла пар-
ных кулоновских столкновений в уравнении Больцмана. Хотя эта про-
блема, на первый взгляд, и выходит за рамки рассматриваемой нами 
проблематики бесстолкновительной плазмы, но еѐ решение было боль-
шим практическим достижением. Именно учет по Дебаю влияния кол-
лективных эффектов на парные кулоновские столкновения позволил 
Ландау правильно предложить описывать многие важные явления 
(а именно, процессы переноса) в плазме, подобные тем, которые к тому 
времени были изучены и поняты в физике газов. Однако к таким явле-
ниям нельзя было отнести электромагнитные колебания и волны,  
открытые Рэлеем и Ленгмюром. 
Смелый шаг, во многом определивший развитие фундаменталь-
ной теории бесстолкновительной плазмы как физики коллективных  
явлений, был сделан А. А. Власовым в работах [3, 14, 15]. В своей работе 
1938 года [3] А. А. Власов подчеркивает, что плазма не обычный газ 
и дает свое определение: «плазма – это среда частиц с дальним взаимо-
действием, в которой для понимания ее свойств учет только парного 
взаимодействия частиц явно недостаточен; необходим учет взаимодей-
ствия посредством создаваемых частицами электромагнитных полей». 
В соответствии с этим, А. А. Власов как альтернативу больцмановской 
кинетики для описания полностью ионизованной плазмы вводит в упо-
требление кинетическое уравнение, в котором полностью пренебрегает 
парными столкновениями частиц, а взаимодействие частиц считается 
обусловленным самосогласованными электромагнитными полями. Для 
описания такого самогласования уравнение Власова, подобно моделям 
Дж. Рэлея, И. Ленгмюра и Л. Тонкса в работах [11, 12], дополнялось си-
стемой уравнений поля, в которых источниками поля служат сами ча-
стицы плазмы, движущиеся в электромагнитных полях. Тем самым, 
А. А. Власов внес идею самосогласованного поля Дж. Рэлея, Л. Тонкса 
и И. Ленгмюра в физическую кинетику плазмы. Такая модель плазмы 
получила название приближения самосогласованного поля бесстолкно-
вительной плазмы, или плазмы Власова. Эта модель не только подтвер-
дила идейную сторону теории Л. Тонкса и И. Ленгмюра, но и дала коли-
чественно правильное описание качественно обсуждавшейся 
И. Ленгмюром и Л. Тонксом [11, 12] дисперсии ленгмюровских колеба-
ний. А. А. Власов в 1945 году [14] получил приближенную формулу для 
предсказанного им нового явления – бесстолкновительного затухания 
плазменной волны. При этом воспользовался выбранной им модельной 
функцией распределения (распределения Лоренца) электронов по ско-
ростям. Он первый отметил, что полученное им бесстолкновительное за-
тухание обусловлено поглощением волн электронами плазмы. 
Л. Д. Ландау [16] в 1946 году впервые дал признанное самим Власовым 
аналитическое выражение для декремента бесстолкновительного зату-
А. А. Рухадзе, В. П. Силин. Часть І. Путь создания физических представлений…          13 
 
хания в плазме с максвелловским распределением электронов по скоро-
стям. Следует согласиться с Власовым, что приближение Ландау явля-
ется более точным, чем приближение Власова для интересовавшего обо-
их, и Власова, и Ландау, случая плазмы с максвелловской функцией 
распределения частиц по скоростям. Слова А. Власова в его книге [15] 
на стр. 206 выглядят как признание успеха Л. Д. Ландау, когда читаем, 
что «Ландау в 1946 году уточнил его результат 1945 года». Впоследствии 
модель плазмы Власова стала базой широкого круга исследований 
плазменных явлений и прикладных разработок, породив громадное  
количество научных работ. 
Следующее важное достижение, математически обосновывающее 
физическую кинетику плазмы и газов, было сделано в 1946 году и пред-
ставлено в книге Н. Н. Боголюбова [17]. В ней он впервые изложил  
созданный им общий метод получения кинетических уравнений газов, 
который, в частности, нацелен на обоснование кинетики плазмы. Это 
было сформулировано в варианте его теории газа со слабым взаимодей-
ствием частиц. На этом материале Боголюбов обосновал как уравнение 
Власова, так и использование кинетического уравнения Больцмана 
с интегралом столкновений Ландау. С помощью книги [17] В. П. Силин 
в 60-е годы построил интеграл столкновений для быстропеременных 
процессов в плазме, в том числе при наличии сильного магнитного поля 
и с учетом динамической поляризации плазмы [18-20] (см. также [21]). 
Примерно в это же время железный занавес между западными странами 
и Советским Союзом был ослаблен. В 1956 году в СССР была проведена 
первая международная конференция по физике и западные ученые 
начали осваивать метод Боголюбова. А. Ленард в 1960 году [22] решил 
определяющее интеграл столкновений уравнение Боголюбова для пар-
ной корреляционной функции заряженных частиц плазмы, взаимодей-
ствующих по закону Кулона. Найденный им интеграл столкновений 
явился обобщением интеграла столкновений Ландау на случай динами-
ческой поляризации плазмы. Р. Балеску в 1960 году [23] такой же инте-
грал столкновений  получил с помощью диаграммной техники, разрабо-
танной им совместно с И. Пригожиным [24]. Последователи Ленарда 
и Балеску получили обобщение интеграла столкновений Ландау с мало 
кем поначалу понятым намеком на то, что в ими найденном интеграле 
«парных» столкновений поляризационные свойства плазмы могут играть 
определяющую роль. Именно в их интеграле столкновений поляризаци-
онные свойства плазмы непосредственно проявляются во входящем 
в знаменатель выражении для продольной комплексной диэлектриче-
ской постоянной плазмы, могущей быть резонансно малой в смысле че-
ренковского описания взаимодействия частиц и волн в плазме. Это уви-
дел первым В. П. Силин [25], усмотрев в таком взаимодействии реаль-
ный путь увеличения роли столкновительных эффектов в процессах ре-
лаксации и переноса в неизотермической плазме с 
e iT T . Для реали-
зации своей надежды, завершившейся успехом, он привлек своих учени-
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ков. С помощью интеграла столкновений Ленарда–Балеску кинетика 
плазмы впервые засвидетельствовала условия, в которых роль плазмен-
ных волн может быть существеннее при описании явлений переноса по 
сравнению с ролью парных  больцмановских столкновений [21, 26-29] 
(см. также [30]). 
С другой стороны, особо следует отметить работу Б. И. Давыдова 
1958 года [31]. В ней автор, применив к тому времени широко известный 
метод, использованный им в работе [31], ввел в физическую кинетику 
плазмы в квазиклассическом приближении квантовый аппарат, обоб-
щающий классическую кинетику Л.  Больцмана кинетикой волн. Это 
было ранее освоено, например, в теории твердого тела с расчетом веро-
ятностей излучения и поглощения, характерных для твердого тела волн 
электронами и ионами. Конкретно, он в 1958 году [31] рассмотрел по-
правку ко времени релаксации импульса электрона, обусловленную об-
меном электронами слабозатухающих высокочастотных плазменных 
волн (поправка оказалась малой). Тем самым, Б. И. Давыдов ввел в ки-
нетику плазмы, обобщающую классическую кинетику Больцмана, из-
вестный в квантовой теории твердого тела (см., например, [31-36]) метод 
кинетического описания волн с его расчетом вероятностей излучения 
и поглощения плазменных волн электронами и ионами плазмы. 
 
 
 
 
Первые теоретические представления о плазме как о газе заряжен-
ных частиц сформулированы в работах [8, 11, 12]. Они основаны на прос-
тых соображениях Дж. Рэлея [1] и экспериментах И. Ленгмюра [6, 7, 8]. 
В этих экспериментах исследовались спектры колебаний плазмы тлею-
щих разрядов в парах ртути и в воздухе при давлениях  
и вдали от электродов, на расстояниях много больших дебаевского радиу-
са экранирования поля. И. Ленгмюр, зная работу П. Дебая и Х. Хюккеля 
[9], понимал, что влияние поля электродов в разряде простирается до рас-
стояний порядка дебаевского радиуса. Этим достигалась высокая одно-
родность плазмы и ее квазинейтральность. Использовались два метода 
экспериментальных исследований: метод собственных частот колебаний 
плазмы по спектрам резонансного поглощения внешнего излучения 
и зондовый метод измерения как собственных частот, так и температуры 
электронов и плотности плазмы. Впоследствии созданный для этих экспе-
риментов зонд Ленгмюра получил широкое распространение в научных 
лабораториях. Первый экспериментальный результат, обнаруженный 
4 3
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И. Ленгмюром [8]: наличие в плазме высокочастотных колебаний  
со спектром частот, зависящим от плотности электронов плазмы, как это 
и предсказывалось Дж. Рэлеем [1]. Частота колебаний менялась с изме-
нением тока разряда, т. е.  зависела от плотности электронов. Для такой 
частоты И. Ленгмюр предложил приближенную формулу, описывающую 
главные зависимости от экспериментально измеренных всех существен-
ных физических параметров, характеризующих наблюдаемую им часто-
ту   как новое явление. Эта приближенная формула имела следующий 
вид [8]: 
2
2 ee n
m
  .                                                    (1) 
Зависимость частоты колебаний от заряда e  и массы m  электронов со-
гласно формуле (1) позволила Ленгмюру считать наблюдаемые им коле-
бания электронными, а зависимость от плотности числа электронов 
en  
(число электронов в 1 3cm ) он посчитал проявлением коллективных яв-
лений. Выше отмечалось, что формула для частоты колебаний элект-
ронов еще в 1906 году была предсказана лордом Дж. Рэлеем [1], который 
предсказал коллективные колебания электронов в модели Дж. Томсона 
[4]. Простую модель атома Дж. Томсона лорд Дж. Рэлей рассматривал 
как положительно заряженную тяжелую сферу с вкрапленными в нее 
электронами и получил уравнение однородных колебаний электронов: 
2 2
0/  4    0.d s d t s     Здесь s   расстояние между элементарными объе-
мами электронной жидкости, 
0   
плотность однородной покоящейся 
электронной жидкости, а    величина, характеризующая взаимодей-
ствие элементов жидкости. (В современных обозначениях: 
0 0 / ,n m  
где 0n   плотность, m   масса, а 
2e , где e  заряд электрона и, как 
следствие, частота колебания 
04 ,   оказывается равной Ленгмю-
ровской частоте (1)). Позже в работах [11, 12] формула (1) обрела точные 
численные коэффициенты. В результате формула получила вид, совпа-
дающий с приведенным в работе Дж. Рэлея [1]: 
2
94 3 10eLe e
e n
n
m

     .                                    (2) 
Зависимость частоты (2) от плотности электронов плазмы привела авто-
ров работ [11, 12] И. Ленгмюра и Л. Тонкса, оперирующих с понятием 
упругости как причиной колебаний, к мысли о том, что упругость плаз-
мы обусловлена «большим числом» электронов. Однако, именно 
в работах [11, 12] еѐ авторы вступили на путь последовательного отказа 
от таких примитивных представлений. Свой переход на позицию пони-
мания плазменных волн как волн электромагнитного поля и вещества 
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плазмы они продемонстрировали, представив свою новую, могущую быть 
названной электромагнитной, модель плазмы. В этой модели исходными 
были уравнения Максвелла:  
1 1 4
rot ,    rot , 4 , 0
H E
E H j divE n divH
c t с t c

 
 
     
 
     (3) 
и необходимые материальные уравнения: 
1V
m e E V H
t c
 
    
  
, ,e ej en V en  .                             (4) 
Если в предложенной модели пренебречь внешними электричес-
ким и магнитным полями, то плазма может считаться изотропной, в ко-
торой уравнение для продольного поля, ( 0rotE  ), и уравнение для по-
перечного поля, (div =0), разделяются, и из системы (3), (4) следуют два 
уравнения:   
          (5) 
а условия существования решений этих уравнений в виде плоских моно-
хроматических волн, E  сводятся к следующим диспер-
сионным уравнениям для продольной и поперечной волн: 
                                   (6) 
которые полностью совпадают с дисперсионными уравнениями для про-
дольных и поперечных волн современной модели холодной электронной 
плазмы [30]. Экспериментально полученные [6, 7, 8] спектры поглоще-
ния и коэффициенты отражения и преломления электромагнитных волн 
в плазме паров ртути при плотности электронов также  
согласуются с их расчетными значениями, полученными с учетом соот-
ношений (6). 
В работах [6, 7, 8, 11, 12] экспериментально и теоретически изуча-
лись также и низкочастотные колебания, природа которых существенно 
определяется движением ионов. Поэтому спектр частот может зависеть 
от сорта газа, в котором создается плазма. Для описания низкочастотных 
колебаний авторы предлагают следующую модель: возмущение плот-
ности электронов определяется больцмановским распределением элект-
ронов в потенциале поля волны   в квазинейтральной ( ) 
плазме с бесконечно тяжелыми ионами. Учитывая уравнение Пуассона, 
уравнение движения ионов и уравнение непрерывности, для потенциа-
ла поля колебаний авторы получают уравнение  
E
2 2
2
4
0,
l
l
eE e n E
t m
 
 
  
2 2
2
2
4
,
tr
tr tr
eE e n E c E
t m
 
  
  
exp( ),i t ikr 
2 2 2 2 2 2, ,Le Le k c     
10 310en cm

e in n n 
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2 2 2 2 2
22 2
4 4
0
e
e n e n
x M T tr
 

    
   
  
.
                              (7) 
Для решения уравнения (7) в виде плоской монохроматической 
волны, exp( )i t ikr   , отсюда следует дисперсионное уравнение для 
ионно-звуковой волны (см., например,  книгу [30]): 
.                                               (8) 
В длинноволновой области авторы работы [12] видят линейную за-
висимость частоты ( )k   спектра (8) от волнового  вектора k .  В корот-
коволновом пределе частота (8) стремится к постоянной, соответствую-
щей ионной ленгмюровской частоте 24 /Li ie n M    . Экспери-
менты Ленгмюра [8] подтвердили этот вывод, также как и зависимость 
спектра частот от массы ионов. Эксперименты проводились в парах рту-
ти и в воздухе при комнатной температуре окружающего газа. При этом 
частоты колебаний в парах ртути при одной и той же плотности плазмы 
оказывались в 4,5 раз меньше, чем в воздухе, в соответствии с отноше-
нием масс ионов. 
 
Таким образом, можно утверждать, что их простая механическая модель 
Ленгмюра–Тонкса позволила им вполне удовлетворительно объяснить результаты 
эксперимента и, тем самым, полностью оправдала использование идеи самосогласо-
ванного поля при описании поведения плазмы. 
 
 
 
 
Все сказанное выше указывало на необходимость развития кине-
тической теории для описания колебательных свойств плазмы. В то вре-
мя людям со строгим мышлением было затруднительно использовать 
применительно к плазме обычную для их времени физическую кинетику 
газов, базирующуюся на кинетическом уравнении с интегралом столкно-
вений Больцмана. Основой такого интеграла было, например, сечение 
упругого рассеяния двух сталкивающихся частиц. В случае столкнове-
ния двух заряженных частиц это сечение из-за медленного спадания 
с расстоянием кулоновского потенциала является бесконечным. Иными 
словами, соответствующий интеграл столкновений не имеет смысла. 
2
2
2 21 /
Li
Le em k T


 


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С другой стороны, был известен эффект Дебая–Хюккеля [9] в электроли-
те, когда кулоновский потенциал заряда экранируется, экспоненциально 
спадая на расстояниях, больших радиуса Дебая. В работе [13] Ландау 
продемонстрировал возможность введения такого многочастичного  
эффекта, как дебаевское экранирование, в теорию Больцмана, учитыва-
ющую лишь взаимодействие пары сталкивающихся частиц. Для этого он 
повторил вывод интеграла столкновений в рамках исходных положений 
Больцмана, дополнив их положением о малости передаваемого при 
столкновении импульса, что отвечает рассеянию частиц на малые углы, 
или, что то же самое, столкновениям при больших прицельных парамет-
рах. Полученный при этом результат совпадает с результатом, получен-
ным непосредственно из интеграла столкновений Больцмана. Он оказы-
вается пропорциональным логарифмически расходящемуся по переда-
ваемому импульсу p интегралу (интеграл в (1)): 
2
min
ln ln
4
De
Td p r
p r e n
 

 
     
  

.                                 (9) 
В связи с формулой (9) необходимо сделать несколько замечаний. 
Во-первых, при еѐ написании учтена обратная пропорциональность  
передаваемого при столкновении импульса и соответствующего при-
цельного параметра. Во-вторых, возникновение минимального прицель-
ного параметра порождено отнюдь не дефектностью интеграла столкно-
вений Больцмана, несуществующей при малых прицельных параметрах, 
а отражает ограничение применимости приближения Ландау о малости 
передаваемого при столкновении импульса.  При этом нами использова-
на известная оценка, даваемая соотношением Гейзенберга. Выражение 
(9) пригодно при высоких температурах, когда 
4 2/T e  . Если при-
нять эффективную массу   равной массе электрона, то последнее нера-
венство гласит, что квантовое обрезание при малых прицельных пара-
метрах становится определяющим при температуре выше 27 эВ. Нако-
нец, в-третьих, самое главное для нашего изложения то, что Ландау  
использовал в качестве максимального прицельного параметра Dr  ра-
диус дебаевского  экранирования. Последнее делает кулоновский лога-
рифм L  зависящим от плотности числа электронов. Тем самым, для 
наших целей главное состоит в том, что благодаря обрезанию расходимо-
сти кулоновского логарифма при больших прицельных параметрах из-за  
дебаевского экранирования по Ландау сам кулоновский логарифм  
оказывается зависящим от плотности числа электронов. Эта зависимость 
согласно мышлению, прививаемому нам Ленгмюром, свидетельствует 
хоть о логарифмически слабой, но коллективной многочастичной приро-
де кулоновского логарифма Ландау. Именно поэтому говорят о том, что 
Ландау совершил прорыв за ограничивающие до него мышление пар-
ные столкновения  ранней кинетики Больцмана. Помимо этого, главного 
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для нашего текста события, не следует упускать из виду полезную  
Фоккер–Планковскую форму:  
1
ij i
i j
f f f df
v e E V B D A f
t c p dpr p
    
 

                   αα
× ,  (10) 
   
 i ij
j
f
A d p I V V
p
 
 



 α ββ , . 
Здесь 2 2 2 32 ( ) / ,ij ij i jI e e L u u u u

    где u v v   , /v dr dt  , 
а ( , , )f p r t    одночастичная функция распределения частиц сорта 
( , ).e i    Наконец, L  кулоновский логарифм (логарифм Ландау), 
который Ландау сделал конечным, обрезав взаимодействие на больших 
расстояниях, как следствие дебаевского экранирования, а на малых рас-
стояниях на 
2
min / ,r e T  на котором нарушается использованное им 
приближение рассеяния на малые углы. В результате он оказался рав-
ным 
2
minln / ln /D DL r r r T e  . Именно такой логарифм был получен 
И. Ленгмюром в 1928 году [8]. Заслуга Л. Д. Ландау в том, что он сделал 
кинетическое уравнение Больцмана пригодным для описания плазмы 
и этим во многом упростил вычисления коэффициентов переноса,  
времен релаксаций и других величин, характеризующих столкнови-
тельную кинетику плазмы. 
 
 
 
 
Вскоре, однако, произошло возвращение в русло представлений 
И. Ленгмюра и Л. Тонкса с введением в физическую кинетику электро-
динамики Максвелла. Смелый шаг, во многом определивший развитие 
физики плазмы как физики коллективных явлений, составили прорыв-
ные работы А. А. Власова [3, 14, 15]. В 1938 году А. А. Власов [3] дает 
свое определение плазмы: «для системы заряженных частиц учет только 
парного взаимодействия частиц является аппроксимацией, строго гово-
ря, неудовлетворительной, в теории таких совокупностей существенную 
роль должны играть силы взаимодействия и на далеких дистанциях и, 
следовательно, система заряженных частиц есть, по существу, не газ, 
а своеобразная система, стянутая далекими силами». Этому высказыва-
нию А. А. Власова отвечает использование силы Лоренца в кинетиче-
   ,ij ijD d p I p p f p  

 β α β β,
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ском уравнении, в котором электромагнитные поля определяются как 
самосогласованные. При записи кинетического уравнения он пренебрег 
столкновениями частиц и представил его в виде: 
1
0
f f f
v e E V B
t cr p
  

             α
× .                    (11)   
Уравнение (11) следует дополнить системой уравнений Максвелла:     
1
rot ,          div 4 ,
1 4
rot ,    d iv 0.
B
E E e f d p
c t
E
B e V f d p B
c t c
 

 




  


  

 
 
                    (12) 
Уравнение (11) совместно с уравнениями (12) были записаны 
А. А. Власовым в 1938 году [3] и получили название системы уравнений 
с самосогласованным взаимодействием, а уравнение (11) называется 
уравнением Власова. Такая модель плазмы получила название бес-
столкновительной плазмы, или, другими словами, плазмой Власова. 
Она не только дала количественную интерпретацию экспериментов 
И. Ленгмюра по наблюдению плазменных волн, но и стала базой широ-
кого круга исследований новых плазменных явлений и прикладных 
разработок.  
Одним из результатов работы А. А. Власова [3] является диспер-
сионное уравнение для стационарных колебаний плазмы: 
2
0
2
/4
1 0.
k f pe
P d p
k kv


 
 

                                  (13) 
Здесь символ  означает, что несобственный интеграл в этом уравнении 
следует вычислять в смысле главного значения, что соответствует требо-
ваниям стационарности колебаний. Именно с помощью этого уравнения 
был получен спектр плазменных колебаний (2) и найдена дисперсия 
в условиях, когда электронная функция распределения максвелловская 
и фазовая скорость волны намного превосходит тепловую скорость элект-
ронов, : 
2 2
2
3
(1 ).
2
Te
Le
Le
k V
 

                                           (14) 
Формула (14) количественно правильно описывает резонансы Тонкса–
Датнера [37, 38, 39], если принимается , где линейный 
размер плазмы, а целые числа. Следует отметить, что фор-
мула (14) была получена теоретически, а дискретность волнового числа,
P
eT
kv 
/k s l l 
1,2,3...s  
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, показана экспериментально. Именно дисперсионное уравне-
ние (13), опубликованное в работе [3] в 1938 году и связывающее дейст-
вительные частоту   и волновой вектор k , было признано Л. Д. Ландау 
несуществующим [16]. В работе [16] утверждалось, что «вычислять несоб-
ственный интеграл в смысле главного значения нет никаких оснований. 
В действительности вообще не существует никакой определенной зави-
симости между   и k ». Еще более резкой критике подверглись работы 
А. А. Власова [3, 14] в работе 4-х академиков [40], в которой отрицалось 
не только существование дисперсионного соотношения, связывающего 
действительные частоту и волновой вектор, но и высказано сомнение 
в применимости приближения самосогласованного поля. А. А. Власов 
в работе [3] решал стационарную задачу на собственные колебания 
и искал решения вида  с действительными значениями 
, и такие решения существуют. В частности, таким решением яв-
ляется и найденный им спектр колебаний (14), полученный А. А. Власо-
вым из уравнения (13) и подтвержденный экспериментом [37, 38, 39]. 
Такие решения всегда существуют в случаях, когда равновесная функ-
ция не содержит захваченных частиц, ибо фазовая скорость волны 
больше скорости света в вакууме. Более подробно об условиях существо-
вания незатухающих власовских колебаний можно познакомиться по 
работам [41-43] (см. также приложения в книге В. П. Силина [21] и об-
суждение в сборнике [44]). 
За год до работы Ландау [11], А. А. Власов в 1945 году [14] решил 
начальную задачу релаксации плазменных колебаний  плазмы, т.е. вос-
пользовался преобразованием Лапласа. При этом, решая уравнение (13), 
он использовал распределение Лоренца: 
2 2
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.                                         (15) 
Поступая в соответствии со стандартной теорией функции комплексной 
переменной, он получил следующую формулу для временной динамики 
возмущения равновесной функции распределения (15): 
( ) (0)exp( )cos( )Te Let kv t t    .                       (16) 
Отсюда видно, что ленгмюровская волна со временем затухает; у частоты 
имеется отрицательная мнимая часть, т.е. декремент затухания, Im
.Tekv    А. А. Власов найденное бесстолкновительное затухание свя-
зывал с поглощением волны электронами плазмы1. 
                                                     
1
Отметим, что результат А.А.Власова (16) следует из дисперсионного уравнения для про-
дольной волны                            
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Л. Д. Ландау, решая эту же задачу, но уже для максвелловской 
функции распределения, обобщает стандартную теорию функции ком-
плексного переменного и интегрирует несобственный интеграл в (13) 
выбором специального контура для обхода полюса на действительной 
оси. В несобственном интеграле выбранный Ландау контур эквивален-
тен использованию формулы Сохоцкого в современном ее виде только 
в самом интересном случае слабого поглощения, пригодном для стан-
дартной теории [45]: 
1
( ).
P
i kV
kv kV
 
 
  
 
                              (17) 
Для случая сильного поглощения волн Л. Ландау в [16] решил новую 
задачу в теории функций комплексного переменного, показав, что ко-
ротковолновые колебания при выполнении условия   сильно за-
тухают. В случае максвелловского распределения электронов по скоро-
стям в пределе  Л. Ландау получил частоту ленгмюровских 
волн; мнимая часть частоты, определяющая слабое затухание волны, 
выглядит так: 
.                        (18) 
Механизм затухания в рассматриваемом случае обусловлен черенков-
ским поглощением волны электронами плазмы, но и Л. Д. Ландау этого 
не замечает. Декремент затухания волны в случае (18) мал по сравне-
нию с частотой по предположению вычисления формулы (17), а частота 
волны равна ленгмюровской частоте электронов. Другими словами, сла-
бозатухающие плазменные колебания в случае максвелловского распре-
деления существуют только в длинноволновой области, и их фазовая 
скорость намного превосходит тепловую скорость электронов. Иное по-
ложение имеет место в случае формулы (16), полученной А. Власовым 
для функции распределения (15); она верна при произвольном соотно-
шении между частотой волны и декрементом затухания.  
Таким образом, А. А. Власов в работе [3] никаких ошибок не до-
пускал: он решал задачу существования стационарных колебаний, а что 
                                                                                                                                  
которое, в свою очередь, получается из решения линеаризованного кинетического урав-
нения Власова с равновесной функцией (15). Может возникнуть возражение, что эта функ-
ция приводит к бесконечной энергии электронов и по этой причине не пригодна. На это 
можно возразить, что любая функция 
2 2
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где nA   постоянная нормировки, 0( ) ,ef v dV n   а 1n  произвольное целое число, при-
водит к тому же дисперсионному уравнению. 
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касается термина «затухания Ландау», то бесстолкновительное затуха-
ние плазменных волн открыл А. А. Власов (см. обсуждение работ 
А. А. Власова в сборнике [44]). Л. Д. Ландау в работе [16] обобщил или, 
как пишет сам А. А. Власов, «уточнил результат А. А. Власова на случай 
максвелловского распределения частиц». 
 
 
 
 
Блестящим завершением второго и третьего этапов, в которых 
сформировались современные теоретические представления физики 
плазмы как особого газа из заряженных частиц, обосновавшим ее  
существенные коллективные свойства, была классическая книга 
1946 года Н. Н. Боголюбова [17]. Как уже отмечалось выше, именно 
в этой работе Н. Н. Боголюбов представил общий метод вывода кинети-
ческих уравнений для газов со слабым взаимодействием между части-
цами как с помощью самосогласованных полей, так и парных столкно-
вений. Для газов с короткодействующими силами между частицами 
этим методом Н.Н. Боголюбов получил обычное  кинетическое уравнение 
Больцмана. Для газов же с кулоновским взаимодействием частиц в пер-
вом приближении получил как уравнение Власова, так и интеграл пар-
ных столкновений Ландау, что дало им строгое обоснование. Дальней-
шее развитие теоретическая физика плазмы получила в работах 
А. Ленарда [22], Р. Балеску [23] и В. П. Силина [18, 19, 20]. Разными  
методами эти авторы учли диэлектрические свойства самой плазмы 
в интеграле столкновений. В работе А. Ленарда [22] было решено урав-
нение Н. Н. Боголюбова для парной корреляционной функции в случае 
кулоновского взаимодействия частиц и получен интеграл столкновений, 
учитывающий динамическую поляризацию плазмы. Результат сводится 
к следующей замене в интеграле столкновения:  
 2 2 2 32ij ij i jI e e L u u u u           
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       (19) 
Все обозначения, такие как в (10). В книге В. П. Силина [21] такой же 
интеграл столкновений был получен с помощью использования понятия 
условной вероятности, введенной в физику плазмы Н. Ростокером [46]. 
Р. Балеску [23] для вычисления взаимодействия частиц и полей вос-
пользовался диаграммной техникой, разработанной им совместно 
с И. Пригожиным [24], и получил кинетическое уравнение с самосогла-
24                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
сованным полем и с интегралом столкновений Ландау с заменой (19). 
Такой интеграл часто называют интегралом столкновений Ленарда–
Балеску. Наличие диэлектрической проницаемости в знаменателе (19) 
может оказаться резонансно малой величиной в смысле черенковского 
взаимодействия частиц и волн в плазме, что резко увеличит вклад в ин-
теграле столкновений. Первым на это обратил внимание В. П. Силин 
[25], усмотрев в таком взаимодействии реальный путь увеличения роли 
столкновительных эффектов в процессах релаксации и переноса  
в неизотермической плазме с 
e iT T . Для реализации своей идеи он 
привлек своих учеников. В большом цикле работ [21, 26-29] (см. также 
[30]) было показано, что при условии / 1e iT T L  (напомним, 20L  
логарифм Ландау) вклад во взаимодействие электронов посредством об-
мена ионно-звуковыми волнами превосходит чисто кулоновское взаимо-
действие в процессах релаксаций и переноса. С помощью интеграла 
столкновений Ленарда–Балеску кинетика плазмы в этих работах впер-
вые засвидетельствовала условия, в которых роль плазменных волн мо-
жет быть существеннее при описании явлений переноса по сравнению  
с ролью парных больцмановских столкновений. Заметим, что замена (19) 
эквивалентна учету самосогласованного поля в парных столкновениях 
при кулоновском взаимодействии частиц и укрепила убежденность 
в необходимости использования самосогласованного поля для описания 
плазмы, как это сделал А. А. Власов.  
Что касается Б. И. Давыдова [31], то, как уже отмечалось выше, 
следуя квантовомеханическому описанию излучения и поглощения из-
лучения частицами плазмы, он ввел в физику плазмы квантовые подхо-
ды, хорошо разработанные в физике твердого тела [32-36]. Тем самым, 
Б. И. Давыдов обобщил подход Больцмана на взаимодействие волн  
и частиц. В своей работе [31] он решил конкретную задачу: исследовал 
роль ленгмюровских колебаний в электрон-ионных столкновениях  
и показал их малую эффективность.      
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а примере одномерного представления показано, что 
обнаруженный В. Е. Захаровым [1] механизм нелинейного 
поглощения ленгмюровских колебаний в плазме оказы-
                                                     
2
 Материал является расширенным вариантом обзорной статьи *61+.  
Н 
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вается применимым и для интенсивных полей в холодной плазме, 
описываемых моделью, разработанной В. П. Силиным [2, 3]. Процессы 
модуляционной неустойчивости длинноволновых ленгмюровских коле-
баний в неизотермической и в холодной плазме, для представления ко-
торых используют соответственно уравнения Захарова и Силина, ока-
зываются подобны. Показано, что уравнения модели Захарова (приме-
нимые для неизотермической плазмы, в условиях, когда плотность 
энергии поля меньше плотности тепловой энергии среды) могут быть 
получены из уравнений модели Силина (справедливых для низкотем-
пературной плазмы, когда плотность энергии поля существенно пре-
вышает плотность тепловой энергии среды) при уменьшении  
интенсивности поля накачки. Отмечается, что гидродинамическое опи-
сание не вполне корректно представляет поведение частиц в неодно-
родном в пространстве поле, фактически пренебрегая их инерцией, что 
формирует не только весьма мелкомасштабные и глубокие каверны 
плотности плазмы, но и режимы с обострением. Так как особый интерес 
представляет прямой механизм передачи энергии поля ионам, то де-
тально рассматриваются так называемые гибридные модели (электро-
ны описаны уравнениями квазигидродинамики, а ионы – частицами), 
что позволяет увидеть появление групп быстрых ионов и преждевре-
менное разрушение во множестве возникающих различных каверн 
плотности из-за выгорания ВЧ поля и пересечения траекторий ионов. 
Подобные модели позволяют найти энергию, передаваемую ионам и 
коллективным НЧ степеням свободы. Использование для 1D 
моделирования инов 42 5 10   частиц (что в 3D модели соответствовало 
бы 13 1410 10  частиц) позволяет без применения приближенных методов 
корректно рассматривать взаимодействие ионов с полем (и кстати, дает 
возможность проверить эффективность приближенных методов). Про-
водится сравнение гибридных моделей Захарова и Силина, причем осо-
бое внимание уделяется обсуждению динамики нагрева ионов при не-
устойчивости интенсивных ленгмюровских колебаний в неизотермиче-
ской (модель Захарова) и холодной (модель Силина) плазме. В неизо-
термической плазме в условиях, когда плотность энергии поля меньше 
плотности тепловой энергии среды, доля энергии поля, которая переда-
ется ионам, пропорциональна отношению энергии поля к тепловой 
энергии плазмы. В холодной плазме доля энергии поля, которая пере-
дается ионам, порядка отношения инкремента к частоте, или, что прак-
тически то же самое, пропорциональна кубическому корню из отноше-
ния масс электрона и иона. В случае тяжелых ионов энергия, передан-
ная ионному компоненту, заметно меньше, чем для случая легких 
ионов. Причем доля энергии, переданная ионам, в случае холодной 
плазмы обратно пропорциональна кубическому корню из отношения 
массы электрона к массе иона, а в случае горячей плазмы с ростом мас-
сы ионов падение доли энергии, переданной ионам, значительнее. По-
казано, что в обоих случаях можно говорить о температуре ионов, при-
чем в модели Силина оказывается почти в два раза больше быстрых 
ионов, чем в модели Захарова. Интенсивность НЧ спектра (ионно-
звуковые волны) в случае неизотермической плазмы (модель Захарова) 
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одного порядка в широком интервале волновых чисел. В холодной 
плазме (модель Силина) в НЧ спектре доминируют длинноволновые 
колебания. Уменьшение уровня поглощения ВЧ поля соответствует за-
медлению выгорания ВЧ поля в кавернах и уширяет спектр ВЧ мод, 
что приводит к углублению каверн плотности плазмы, к увеличению  
кинетической энергии выталкиваемых из каверн ионов и росту темпе-
ратуры ионов. 
 
 
 
 
Легко возбуждаемые различными источниками в плазме [4–12] 
интенсивные ленгмюровские волны оказываются параметрически 
неустойчивыми. Эта неустойчивость ведет к возбуждению коротковолно-
вого спектра колебаний, синхронизированного по частоте с интенсивной 
ленгмюровской волной (накачки), и к образованию глубоких каверн 
плотности плазмы, заполненных ВЧ полем. Интерес к этим процессам 
был обусловлен, в частности, открывшимися возможностями нагрева 
электронов и ионов. Корректный аппарат описания параметрической 
неустойчивости длинноволновых ленгмюровских колебаний фактически 
был создан в основополагающих работах В. П. Силина [2] и В. Е. Заха-
рова [13]. Уже в первых численных 1D экспериментах по параметри-
ческому распаду ленгмюровских колебаний [14] эти теоретические 
представления были подтверждены [10] (см. также [15, 16] и обзор [17]). 
Полная теория параметрического распада плазменных колебаний была 
позднее представлена в книге [3]. 
Однако наибольший интерес у научной общественности вызвал 
обнаруженный и поясненный В. Е. Захаровым эффективный механизм 
диссипации волновой энергии – коллапс ленгмюровских волн 
в неизотермической плазме [1]. Это процесс формирования коротковол-
нового спектра возмущений и образования каверн плотности плазмы, 
который может быть описан с помощью уравнений Захарова [1], 
полученных с использованием гидродинамических уравнений для 
электронной и ионной жидкостей при плотности энергии длинновол-
нового ленгмюровского поля меньшей плотности тепловой энергии 
электронов плазмы. В гидродинамической модели Захарова возникают 
области локализации коротковолновых ленгмюровских колебаний. Из 
этих областей (каверн) плазма выталкивается под действием  
ВЧ-давления, так что плотность плазмы оказывается заметно ниже 
средней по объему. Дальнейшая эволюция может привести к так 
называемому коллапсу – сужению и углублению каверны плотности 
(т.н. режим с обострением). В этом случае сужение каверны, как может 
быть замечено в более общих моделях описания этого явления, должно 
сопровождаться затуханием мелкомасштабных мод ВЧ спектра на 
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электронах и «схлопыванием» каверны из-за выгорания ВЧ поля 
(так называемый «физический коллапс»). 
Аналитические исследования, аппаратные и численные экспери-
менты еще на ранней стадии изучения этих процессов подтвердили  
[18–21] тот факт, что заметная часть энергии интенсивных ленгмю-
ровских колебаний в неизотермической плазме в результате модуля-
ционной неустойчивости переходит в энергию коротковолнового 
ленгмюровского спектра. Подобное явление было обнаружено и в более 
сильных полях в холодной плазме [22, 23], где, как показано ниже, 
механизм передачи энергии поля частицам плазмы оказался подобным. 
То есть механизм нелинейного поглощения ленгмюровских колебаний 
при превышении плотности тепловой энергии плазмы плотности ВЧ 
поля, обнаруженный В. Е. Захаровым [1], оказался применимым и для 
полей, плотность энергии которых существенно превышает тепловую 
энергию плазмы. В дальнейшем изучению этого крайне важного для 
физики плазмы феномена было посвящено множество работ 
(см. в частности [24–34]). Особо следует отметить работу Е. А. Кузнецова 
[35], где наиболее корректно получены уравнения модели Захарова, 
описывающие модуляционную неустойчивость ленгмюровской волны 
в неизотермической плазме. Представление о масштабах и эффектив-
ности этих исследований можно составить, обращаясь к обзорам [36, 37]. 
Обнаруженное В. Е. Захаровым явление поглощения волновой 
энергии в результате развития мелкомасштабных модуляционных 
неустойчивостей получило новое развитие в целом ряде приложений. 
Многие модели, которые описывают эти процессы, отличаются от прежних 
традиционных, обнаруживаются все новые особенности и вскрываются 
новые последствия развития модуляционных неустойчивостей. 
Понятно, что в гидродинамической модели учет ряда кинетических 
эффектов (например, затухания Ландау) невозможен. Поэтому обычно 
применяется феноменологическое описание этого явления за счет 
введения в систему гидродинамических уравнений соответствующих 
слагаемых. Это в определенной степени допустимо, ибо природа 
затухания Ландау достаточно хорошо изучена. С другой стороны, чисто 
гидродинамическое описание не вполне корректно определяет поведение 
захваченных частиц неоднородным в пространстве полем, фактически 
пренебрегая их инерцией (существенной именно для ионов), что приводит 
к формированию не только весьма мелкомасштабных и глубоких каверн 
плотности плазмы, но и к режимам с обострением, которые не всегда 
адекватны физической реальности. 
Для корректного учета затухания Ландау на электронах часто 
используется кинетическое уравнение для функции их распределения. Но 
следует иметь в виду, что при определенных условиях кинетическое 
затухание на электронах способно нарушить условия развития моду-
ляционной неустойчивости за счет подавления поля еще на этапе 
формирования каверн, которые при этом могут искажать свою форму. То 
есть существуют трудности в интерпретации процесса модуляционной 
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неустойчивости, характер которой может довольно заметно изменяться 
при включении сильного кинетического затухания. Кроме того, кине-
тический подход, как и гидродинамический, описывает движение 
сплошной среды, позволяя существовать не имеющим физической 
перспективы решениям с обострениями вплоть до сколь угодно малых 
масштабов. 
Ниже обсудим различные модели описания модуляционной 
неустойчивости интенсивных ленгмюровских колебаний в плазме, 
используя одномерное представление. Выбор одномерных моделей 
процессов, как отметил Дж. Доусон, сохраняет основные черты процессов, 
существенно упрощая описание и понимание физических явлений [38]. 
Кроме того, основной трудностью описания плазмы в трехмерных моделях 
является не только разница масс электронов и ионов, но и весьма большое 
число частиц – электронов и ионов, порядка 12 1510 10  в единице объема 
и более того, что вынуждает использовать достаточно сложные модели, 
которые тем не менее пока остаются приближенными. Это затрудняет 
сравнение гидродинамических, кинетических моделей и моделей, 
использующих частично или полностью описания с помощью крупных 
частиц, частиц в ячейках и т.п., моделирующих поведение ионов 
и электронов. 
Так как в одномерных моделях, соответствующих вышеприве-
денному трехмерному случаю, число частиц, отвечающих ионам 
и электронам, порядка 4 510 10  в единице объема, то эти частицы по своим 
характеристикам близки электронам и ионам плазмы. Потому описание 
с помощью частиц может оказаться более корректным в рамках 
одномерных моделей, чем гидродинамическое или основанное на 
кинетических уравнениях для функции их распределения. Что может 
позволить внести ясность в вопрос адекватности различных способов 
описания процессов. 
 
 
 
Наибольший прогресс был достигнут в исследованиях модуля-
ционной неустойчивости интенсивного ленгмюровского поля в неизотер-
мической плазме при плотности энергии поля существенно меньшей 
плотности тепловой энергии электронов. 
В одномерном случае в неизотермической плазме формируется 
мелкомасштабная солитоноподобная каверна, где ВЧ давление уравно-
вешивается давлением плазменных электронов (см., например, [39]). 
Однако и в этих низкоразмерных случаях можно наблюдать процесс 
«схлопывания» каверн плотности плазмы, если ВЧ давление уменьшается 
в результате выгорания поля за счет затухания Ландау [40]. Вообще 
говоря, поддерживает разрушение каверны нагрев не только электронов, 
но и ионов, повышающий общее давление плазмы, что также разрушает 
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равновесное состояние этих образований. В сверхзвуковом режиме 
движения стенок каверны вероятность физического коллапса даже 
в одномерном случае может возрастать. Модуляционная неустойчивость 
интенсивной ленгмюровской волны в неизотермической плазме приво-
дила также к коллективным ионным возбуждениям, в частности 
к генерации ионно-звуковых волн [41–44]. 
Сравнение одномерной кинетической модели (Власова–Пуассона), 
которая описывает поведение электронов и ионов с помощью кинети-
ческих уравнений для функций распределения, с гидродинамической 
моделью Захарова для одних и тех же значений параметров и одинаковых 
начальных условий было проведено, например, в работе [45], где 
амплитуда длинноволнового поля (накачки) со временем не изменялась. 
Наиболее корректным было сравнение для случая неизотермической 
плазмы. При формировании каверны, на начальной стадии нелинейного 
процесса в режиме постоянной накачки заметны отличия в форми-
ровании каверн плотности, форма которых в кинетической модели не 
соответствует структуре возмущений, характерных для модуляционной 
неустойчивости. Хотя в обоих случаях вытеснение ВЧ полем плазмы 
приводит к образованию областей с пониженной плотностью, величина 
изменений последней в модели Захарова оказалась значительно больше, 
чем в модели Власова–Пуассона. То есть было показано, что кинетическое 
затухание поля на частицах способно искажать процесс модуляционной 
неустойчивости, возможно приводя к иным последствиям, в частности к 
появлению групп быстрых частиц и преждевременному разрушению 
каверн плотности. 
Весьма интересно сравнение гидродинамической модели Захарова 
с моделью, в которой использовано описание электронов с помощью кине-
тических уравнений для функции их распределения и гидродина-
мическое для ионов [46]. Здесь также рассматривался случай постоянной 
накачки. Данная модель значительно лучше описывает формирование 
каверн, характерных для развитой модуляционной неустойчивости, 
которые на начальной стадии нелинейного процесса практически не 
отличаются от подобных образований в гидродинамической модели 
Захарова. Надо отметить, что модели, которые используют такое 
кинетическое описание электронного компонента плазмы, а ионы 
описаны гидродинамически, позволяют не только увидеть формирование 
каверн плотности плазмы, но и способны более точно определить 
характеристики распределения электронов по скоростям, в частности их 
температуру, хотя не способны ответить на вопросы о распределении 
ионов по энергиям. 
При представлении ионов частицами в рамках так называемых 
гибридных моделей3 (электроны описаны гидродинамически, а ионы – 
крупными частицами) флуктуации ионной плотности оказываются весьма 
значительными [47–49], по крайней мере в рассматриваемых одномерных 
                                                     
3
  Это название было предложено авторами *49+. 
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моделях неизотермической плазмы Захарова. Это ускоряет процесс 
развития модуляционной неустойчивости настолько, что линейная стадия 
роста возмущений практически выпадает из наблюдения (хотя это, как 
будет отмечено ниже, обусловлено тем, что инкремент неустойчивости 
в широкой области значений волнового числа оказался практически 
одинаковым для обсуждаемых сверхзвуковых режимов процесса). 
Рассмотрение в рамках таких гибридных моделей позволяло бы 
учесть инерцию ионов при формировании и эволюции каверн плотности 
плазмы, в частности механизм их разрушения. Именно прямое моде-
лирование коллапса методом частиц, по мнению, высказанному 
В. Е. Захаровым и его коллегами (см. [50]), является «наиболее последо-
вательным». Действительно, кинетическое и гидродинамическое описа-
ния оперируют объектами, которые представляют собой не частицы, 
а малые фазовые объемы, и в классическом пределе эти фазовые объемы 
сколь угодно малы. Это приводит к меньшей инерционности вещества, 
чем при его описании частицами. 
Что касается методов описания с помощью крупных частиц 
в высокоразмерных моделях, то здесь другая крайность. Крупные частицы 
обладают излишне большой инерционностью, потому их часто заменяют 
локальными объектами областями-ячейками, где происходит осреднение 
внутреннего содержимого. Это приближает такой подход на малых 
масштабах к гидродинамическому описанию, сохраняя на больших 
масштабах особенности метода крупных частиц и их осредненную 
инерционность. Можно увеличивать число модельных частиц в описании, 
уменьшая удельную долю (заряд и массу) каждой, хотя приблизиться 
к реальным физическим параметрам в трехмерном пространстве вряд ли 
удастся. 
Ниже основное внимание уделим одномерным гибридным моделям. 
Используем для одномерного моделирования 42 5 10   модельных частиц-
ионов (что в трехмерной модели соответствовало бы 13 1410 10  таких 
объектов в объеме рассмотрения), причем эти частицы уже по своим 
характеристикам отвечают отдельным ионам. Потому динамика 
моделирующих ионы частиц в этом случае в значительной степени 
адекватна динамике ионов плазмы, более того механизмы обмена 
энергией между полем и частицами отвечают реальному взаимодействию 
ионов со спектром НЧ колебаний. Это означает, что в одномерных 
гибридных моделях с большим числом частиц можно обеспечить коррект-
ное описание нелинейного затухания Ландау медленных возмущений 
плотности плазмы на ионах, оставляя за рамками этого подхода проблемы 
описания деталей функции распределения электронов. Учет нерезо-
нансного взаимодействия частиц-ионов с модами НЧ спектра, захват 
ионов в потенциальные ямы таких колебаний приводит к дополнительной 
нестабильности каверн плотности, возникающих в результате моду-
ляционной неустойчивости, а также к появлению групп быстрых частиц. 
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В работе [49] было проведено сравнение двух моделей – гидроди-
намической и гибридной моделей Захарова при одинаковых значениях 
параметров и одинаковых начальных условиях. За счет большего уровня 
флуктуаций ионной плотности количество каверн в гибридной модели 
оказалось заметно больше, и они менее глубокие, чем в модели Захарова. 
Интегральные показатели обеих моделей оказались практически 
одинаковыми. Недостатком работы этих авторов является несамосогла-
сованное описание, то есть отсутствие учета возбуждаемого спектра на 
волну накачки. Подчеркнем, что в случаях описания в гидродина-
мической модели Захарова [49] и описания в рамках кинетических 
уравнений для функции распределения электронов и гидродинами-
ческого для ионов [51] каверны оставались неподвижными, что не 
наблюдалось в гибридной модели. 
 
 
 
С появлением мощных источников энергии, которые возбуждали 
весьма интенсивные ленгмюровские колебания, плотность энергии поля 
которых существенно превосходила плотность тепловой энергии 
электронов, оказалась востребована разработанная В. П. Силиным [2, 3] 
и развитая им и его сотрудниками модель описания параметрической 
неустойчивости интенсивного поля в холодной плазме. При таких 
условиях дисперсионный член в уравнении для поля ленгмюровской 
волны, обусловленный тепловым движением плазмы, достаточно мал 
и во многих случаях им можно пренебречь, считая плазму холодной. 
Действительно, если плотность энергии поля заметно превосходит 
плотность тепловой энергии плазмы, развитие модуляционной неустой-
чивости по крайней мере на начальной стадии процесса происходит по 
сценариям, предложенным В. П. Силиным [2, 22]. В моделях 
В. П. Силина мощная ленгмюровская волна в холодной плазме 
приводит к интенсивным осцилляциям скорости электронов, амплитуда 
которых сравнима с длиной волны мод возбуждаемого спектра. В этом 
случае, вообще говоря, неустойчивость следовало бы называть парамет-
рической [3]. Тем не менее, обе модели Захарова и Силина оказываются 
физически подобны [52]. Именно из-за этого термин модуляционная 
неустойчивость применим для описания процесса нестабильности 
мощного ленгмюровского поля и в модели Силина. 
В частности, даже в одномерном численном моделировании 
процесса на базе обобщенных в работах [53, 54] гидродинамических 
уравнений Силина развивалась модуляционная неустойчивость и проис-
ходил частичный обмен энергией между ее коротковолновым спектром 
и интенсивной волной накачки. Результаты такого моделирования 
процесса качественно и количественно согласовывались с ранее прове-
денными в ФИАНе численными экспериментами [22]. Можно было 
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наблюдать режим с обострением, который характеризовался умень-
шением масштаба каверны и срывом счета. Именно это последнее 
обстоятельство и вынудило перейти к описанию ионов частицами. 
В гибридной модели Силина (электроны описаны гидродина-
мически, а ионы – крупными частицами) также точно формировались 
каверны плотности, которые затем разрушались [48], что было 
обусловлено не только неравновесным начальным состоянием каверн  
(из-за нарушения баланса между ВЧ давлением и давлением плазмы) 
и эффектом выгорания поля, но и учетом инерции моделирующих ионы 
частиц, число которых в численном эксперименте было недостаточно 
велико. При этом ионная каверна «схлопывалась», ионный компонент 
переходил в режим пересечения траекторий частиц [47, 48]. Энергия, 
которую отбирали ионы, оказалась порядка 
1/3( / )em M  начальной 
энергии волны накачки [48] (здесь 
em  и M  – массы электронов и ионов, 
соответственно). Для электронов переход в режим пересечения 
траекторий мог сдерживаться существованием ионной каверны, что 
способно было синхронизовать выброс быстрых электронов и ионов 
в момент еѐ разрушения. Эксперименты по созданию вблизи плазменного 
резонанса в неоднородной плазме значительной плотности энергии поля 
W , превышающей плотность тепловой энергии плазмы 0 0e en T , с частотой, 
близкой к ленгмюровской, демонстрировали на фоне нагрева электронов 
вблизи плазменного резонанса появление коротких импульсов быстрых 
частиц. Причем наряду с электронами имел место вынос энергии из 
области плазменного резонанса ионами [55–57] с достаточно большими 
энергиями (см., например, обзорную работу [57]). Область источников 
электронных импульсов соответствовала малым размерам каверн 
плотности. Соотношение энергии, запасенной в быстрых ионах после 
разрушения каверны, примерно отвечало приведенным в теории  
[48, 58–60] значениям. 
Часто в литературе процесс неустойчивости колебательного движе-
ния электронов с ленгмюровской частотой относительно неподвижных 
ионов называли осцилляторной бунемановской неустойчивостью. 
О подобии процессов бунемановской неустойчивости и неустойчивости 
ленгмюровской волны в холодной плазме свидетельствует примерное 
равенство инкрементов и начальной скорости относительного движения 
электронов и ионов. Анализ развития бунемановской неустойчивости был 
приведен в книге [9], где на нелинейной стадии процесса наблюдалось 
снижение скорости (срыв тока) относительного движения и нарастание 
возмущений электронного и ионного компонента, что качественно 
соответствует протекаемым процессам при развитии параметрической 
неустойчивости интенсивной ленгмюровской волны в холодной плазме. 
Обсуждение процессов параметрической неустойчивости ленгмю-
ровских волн в условиях применимости уравнений Захарова и уравне-
ний Силина обычно проводилось теоретиками раздельно, хотя экспери-
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менты часто не различали эти процессы. Поэтому представляет интерес 
сравнить характер протекания модуляционной неустойчивости интен-
сивных ленгмюровских колебаний в горячей и холодной плазме 
в рамках гибридных самосогласованных моделей. Основное внимание 
было обращено на поведение ионного компонента плазмы. Оказалось, 
что доля энергии ВЧ поля, передаваемая ионам в случае 
неизотермической плазмы порядка 
0 0/ eW n T , а в случае холодной плазмы 
были подтверждены оценки [48] порядка 1/3( / )em M , причем в последнем 
случае доля быстрых частиц в распределении их по энергиям оказалась 
выше [58–60]. 
Особое внимание в данной работе уделено также сравнению 
характера возбуждения коллективных степеней свободы низкочастотных 
движений, в частности, генерация ионных волн в гибридных моделях 
Захарова и Силина. Важно было также выяснить, как влияет скорость 
выгорания ВЧ поля в кавернах на характер динамики ионов. Эти 
и другие вопросы обсуждаются ниже. 
 
 
 
Основной целью данной работы является обсуждение различных 1D 
моделей описания процесса модуляционной неустойчивости интенсивных 
длинноволновых ленгмюровских колебаний и выяснение особенностей 
передачи энергии ионам и коллективным ионным возмущениям 
в неизотермической и холодной плазме [59, 60]. 
Как будет показано ниже, предложенное В. П. Силиным [2, 3] 
описание параметрической неустойчивости интенсивного длинновол-
нового ленгмюровского поля в плазме с возбуждением коротковолнового 
спектра ленгмюровских колебаний является универсальным как для 
холодной плазмы (то есть при превышении плотности энергии поля 
плотности тепловой энергии среды 2
0 0=| | /4 eW E n T ), так и для 
плазмы неизотермической (при плотности тепловой энергии плазмы, 
превышающей плотность энергии поля, 2
0 0=| | /4 eW E n T , где 0E  – 
начальная напряженность поля длинноволновой ленгмюровской волны, 
0n  – невозмущенная плотность плазмы, eT  – температура электронов, 
ионы полагаем холодными). Поэтому для получения систем уравнений 
каждой из моделей Силина и Захарова ниже воспользуемся подходом, 
который изложен в книге В. П. Силина [3]. 
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Рассмотрим прежде случай параметрической неустойчивости внеш-
него длинноволнового ленгмюровского поля большой интенсивности для 
холодной плазмы, то есть в условиях превышения плотности энергии поля 
плотности тепловой энергии среды 
2
0 0| | /4 eW E n T  . Уравнения ква-
зигидродинамики для частиц сорта  , как известно, имеют вид [3] 
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(2.1) 
 
 
(2.2) 
 
(2.3) 
 
где e   и i   соответствуют электронам и ионам. 
Частицы находятся в поле внешней волны, длину которой для упроще-
ний расчетов положим равной бесконечности, осциллируя со скоростью 
0 0 0( | | / ) cosu e m         . 
Компоненты напряженности поля внешней волны определяются следую-
щим образом: 
 
0 0 0 0 0(| | exp{ } | | exp{ }) / 2E i E i t i E i t i         . (2.4) 
 
 В Фурье-представлении, исключая 04 ( ) /n in enE ie n n k n   , перепи-
шем первое уравнение системы (2.1)–(2.3) в следующем виде: 
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(2.5) 
 
Используем ниже следующие переменные: 
 
exp{ sin }n n ne n ia          , 
 
exp{ sin }n n nv ia        , 
 
(2.6) 
 
(2.7) 
где  
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2
0 0 0/na ne k E m     ,                                        (2.8) 
0t    .                                                  (2.9) 
При этом первые два уравнения системы (2.1)–(2.3) можно записать 
в виде  
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(2.10) 
 
Очевидно, что 
2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0( / ) ( / ) ( / )in en e e na a n ek E M n ek E m n ek E m a          , 
где величина 0nk nk  определяет дискретный набор волновых чисел 
мод коротковолнового спектра. Для электронов уравнения (2.9)–(2.10) 
можно записать как 
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Используем представление  
 
, 
(2.13) 
 
(2.14) 
и известное разложение  
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где ( )mJ x – функция Бесселя, причем 0 0( ) ( )J x J x  , 
1 1 1( ) ( ) ( )J x J x J x     , 2 2 2( ) ( ) ( )J x J x J x    [39], после чего 
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найдем нерезонансные величины возмущений плотности 
(0) (2) ( 2), ,n n nu u u

 
и скорости 
(0) (2) ( 2), ,n n nv v v

 в осциллирующей системе отсчета: 
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Выражения (2.16) и (2.17), пропорциональные 0 ( )nJ a , отвечают мед-
ленным движениям, а выражения (2.18) и (2.19), пропорциональные 
2 ( )nJ a , определяются вкладом в нелинейность второй гармоники.  
Для резонансных величин справедливо уравнение 
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В работах [52–53] было использовано представление 
( 1) ( 1) ( 1)
0 0 0 0/ / 4n n nu k n en v ik n E 
        (где ( 1) ( 1) 0/n nv ieE m
   ). 
В этом случае, выделяя в правую часть (2.20) слагаемые, ответственные 
только за электронную нелинейность, перепишем это уравнение для ко-
ротковолновых возмущений в виде  
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(2.21) 
 
где вклад электронной нелинейности I  можно представить в виде  
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Очевидно, что правая часть уравнения (2.21), отвечающая вкладу элек-
тронной нелинейности в рассматриваемом одномерном случае, оказыва-
ется равной нулю, что прежде независимо отмечалось в работах 
В. П. Силина [2, 17] и В. Е. Захарова [13]. 
Перепишем (2.21) в виде [52]: 
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(2.22) 
 
Если использовать представление для резонансного поля в виде 
0 0(1) ( 1)( ) 2
i t i t
n nE e E e
     , как это было сделано в работе Е. А. Кузнецова 
[35] (см. ниже (3.10)), тогда ( 1) ( 1) ( 1)
02 4n n nE E iu k n
       , и уравнение 
(2.22) можно записать иначе:  
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Приведем также уравнение для волны накачки  
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(2.24) 
 
Из представления волны накачки, соответствующего выбранной скорос-
ти осцилляций 0 0 0( / ) cosu e E m         (2.4), получим4 0 0E iE , 
* *
0 0E iE , и для 0E  уравнение (2.24) можно переписать [52]: 
 
, ( 1) ( 1)0 0
0 2 0
0 0
8
[ ( )exp[ 2 ] ( )]
2
i m
m m m m
m
E i
i E u J a i u J a
t en k m
 
   

       

 , 
(2.25) 
 
где 2 2
0 0( ) / 2pe     , или, выражая возмущения плотности через 
напряженности электрического поля мод, 
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Здесь члены в правой части (2.25) и (2.26), пропорциональные 0 ( )nJ a , 
отвечают медленным движениям, а члены, пропорциональные 2 ( )nJ a , 
определяются вкладом в нелинейность второй гармоники. Медленно из-
меняющаяся во времени напряженность электрического поля  
                                                     
4
 Фактически это означает, что 
0 0| | exp{ } exp{ / 2}E i E i  , ибо фаза 0 / 2i  связа-
на с выбором вида скорости осцилляций.   
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(2.27) 
может быть представлена иначе: 
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что позволяет описывать ионы крупными частицами, уравнения движе-
ния для которых 
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а плотность ионов определяется выражениями  
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Заметим, что описание ионов крупными частицами, кроме всего прочего, 
как показано в [48], позволяет увеличить устойчивость расчетной схемы. 
Используя уравнения (2.9)–(2.10), в которых правыми частями можно 
пренебречь вследствие их малости, можно перейти к гидродинамическо-
му описанию ионов. Уравнение для ионной плотности при этом [52] 
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(2.31) 
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или  
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Можно убедиться в том, что комплексно сопряженное уравнение (2.24) 
при нижнем знаке принимает вид (при суммировании можно заменить 
немой индекс m m ) 
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В то же время для положительных индексов это же уравнение может 
быть записано 
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Легко видеть, что при 
( 1) (1)( )*n nE E

   и , ,( )*i n i n    уравнения (2.33) 
и (2.34) идентичны. Точно также можно убедиться, что из подобных пре-
образований следует 
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заряда ионов обладают симметрией , ,( )*i n i nn n  . При этом для кор-
ректного описания процесса неустойчивости достаточно использовать 
компоненты ВЧ поля
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nE , 
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nE  и 
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0E , а также возмущения заряда ионов 
,i n  при положительно определенных значениях индекса n . Так как 
остальные величины выражаются через них, то есть можно отказаться от 
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использования верхнего индекса. Система уравнений (2.23), (2.32) в этих 
условиях может быть записана в виде 
 
2 2
0
1
0 0
0
2 0
0
4
( ) exp( )
2
[ * ( )exp[2 ] ( )] 0,
2
pe pe inn
n n
in m m n m m n m
m
E
i E J a i
t k n
i E J a i E J a
en
   



    

   

     
 (2.35) 
 
2
2 2 2 *0
0 2 12
2 2
*0
02
0
2
2 * * 20
22
0
2
{ [1 ( ) ( )] ( )[ ]
3 8
( )
64
( ) ( )[ ]},
64
i iin
i in n n n n n
n n m m
m
i i
n n m m m n m
m
ik n
J a J a J a E e E e
t
n k
J a E E
en
nk
J a n m E E e E E e
en
 
 







 

  

        

   
       


 
(2.36) 
 
или, при описании ионов частицами, можно воспользоваться уравне-
ниями движения (2.29) и выражением для ионной плотности (2.30), где 
напряженность медленно меняющегося электрического поля  
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Для 0E  также можно записать уравнение  
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Отметим, что величины, отвечающие разному знаку нижнего индекса, 
при этом независимы, что приводит к пространственному искажению 
интегральных возмущений, не только из-за изменения амплитуды, но 
и за счет пространственного сдвига отдельных компонент пакета.  
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(2.40) 
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где слагаемое 
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6 n
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E
n
    в первых уравнениях систем (2.39) и (2.40) мо-
делирует затухание ВЧ мод спектра на электронах, причем 20Mn  , 
2 2
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
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  , кроме того в первые уравнения (2.39) и (2.40) добавлен 
дисперсионный член, пропорциональный 
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Tek v

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Получим уравнения, описывающие неустойчивость интенсивного 
длинноволнового ленгмюровского поля в неизотермической плазме 
с возбуждением коротковолнового спектра ленгмюровских колебаний 
в условиях, когда плотность тепловой энергии плазмы превышает плот-
ность энергии поля 2
0 0| | /4 eW E n T  (так называемая модель Захаро-
ва). Описание поведения электронов плазмы в условиях, когда фазовые 
скорости ленгмюровских волн превосходят их тепловую скорость, может 
быть гидродинамическим. Ионы также можно описывать как гидроди-
намически, так и с помощью крупных частиц. Наиболее корректный вы-
вод этих уравнений, как было отмечено выше, сделан в работе [35].  
Однако ниже для общности рассмотрения воспользуемся подходом 
В. П. Силина, изложенном в книге [3] и использованном в [52, 53] для 
описания параметрической неустойчивости интенсивного длинноволно-
вого ленгмюровского поля в плазме. 
Ниже ограничимся одномерным случаем. При этом для скорости 
ev и плотности en  электронов справедливы следующие уравнения: 
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где /E x    ,   – напряженность и потенциал электрического поля 
колебаний, e e eP n T  – давление, eT – температура электронов в энерге-
тических единицах и /Te e ev T m – тепловая скорость электронов, in – 
плотность ионов плазмы, 0n  – невозмущенная плотность как электронов, 
так и ионов плазмы. 
Представим электрическое поле в виде 
0exp{ } exp{ }n n nn nE E ik x E ink x   , где величина 0nk nk , как от-
мечено выше, определяет дискретный набор волновых чисел мод спект-
ра. Перепишем уравнения (3.1) – (3.2) в виде 
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Представим, следуя [16], подобно тому, как это сделано в [35], плотность 
и скорость электронов в виде 
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Уравнение для резонансных величин принимает вид  
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(3.15) 
 
Правая часть (3.15) определяет так называемую электронную нелиней-
ность, которая в одномерном случае, как было показано в работе 
В. Е. Захарова [13], обращается в нуль (см. также [35]). Действительно, 
правая часть (3.15) равна 
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(3.16) 
А. Г. Загородний, А. В. Киричок, В. М. Куклин. Часть ІІ. Одномерные модели…             49 
 
Таким образом, для резонансных возмущений плотности справедливо 
уравнение  
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или, переходя к напряженности электрического поля,  
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Ионы можно описывать крупными частицами, уравнение движения для 
которых (2.29) и плотность ионов (2.30). Компонента медленно меняюще-
гося электрического поля может быть определена следующим образом. 
Так как для медленных движений справедливо приближение [35] 
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то, удерживая в уравнении Пуассона первые члены разложения, полу-
чим 
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где  и 
0n nE ik n   потенциал и напряженность усредненного по 
быстрым осцилляциям поля. Для ВЧ потенциала  
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Очевидно, левой частью уравнения (3.23) можно пренебречь в условиях
2 2 2 2 2 2
0 / / 1Te pe Tek n v v v  , и тогда напряженность усредненного по 
быстрым осцилляциям поля  
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Описывать ионы можно и гидродинамически. Уравнения для медлен-
ных возмущений плотности и скорости ионов имеют вид 
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Правыми частями (3.25) и (3.26) пренебрежем, полагая их малыми.  
Тогда для возмущений плотности справедливо уравнение 
 
2 2 2
2 2 2 (1) ( 1)0
02 16
in
s in n m m
m
n k n
k n c n E E
t M



  

 , 
 
(3.27) 
 
где скорость звука /s ec T M .  
Уравнения (3.19) и (3.27) при 0 pe  в виде  
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известны как уравнения Захарова [11] в одномерном случае.  
Можно убедиться в том, что комплексно сопряженное уравнение (3.19) 
при верхнем знаке принимает вид 
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В то же время для отрицательных индексов это же уравнение может 
быть записано (при суммировании можно заменить немой индекс 
m m ) 
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Легко видеть, что при
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и (3.31) идентичны. Точно также можно убедиться, что из подобных  
преобразований следует
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для корректного описания такой ионной каверны достаточно использо-
вать компоненты ВЧ поля
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0E , а также возмущения плотности 
ионов ,i nn , так как остальные величины выражаются через них, то есть 
можно отказаться от использования верхнего индекса. Система уравне-
ний (3.18), (3.27) в этих условиях может быть записана в виде 
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 

  

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(3.32) 
 
 
(3.33) 
 
или, при описании ионов частицами, можно воспользоваться уравне-
ниями движения (2.29) и выражением для ионной плотности (2.30), где 
напряженность медленно меняющегося электрического поля  
 
*0 0
0 2
0 4
in
n n n m m
mpe
ik nn T ik ne
E ik n E E
en m


 
 
     . (3.34) 
 
 
Для поля накачки, которой является длинноволновая ленгмюровская 
волна большой амплитуды, получим  
 
0 0
,
0
0
2
i m m
m
E
i n E
t n



  

 . 
 
(3.35) 
 
Дозвуковой режим. В условиях, когда 
2 2 2 2
, ,i n i n n sn n t k c  , где nk – вол-
новой вектор колебаний, уравнение (3.33) упрощается: 
 
(1) ( 1)
2
1
16
in n m m
ms
n E E
Mc

   . 
 
(3.36) 
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Подставляя значения inn  в уравнение (3.28), представим его в виде  
 
2 2
2
2 2
0
| | 0
32
peTe
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vE
i E E E
t x Mc n


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(3.37) 
 
В другой форме может быть записано в виде  
2 2 2 2 2
0 0 *0
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0
2 32
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i E E E E
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(3.38) 
Сверхзвуковой режим. При 
2 2 2 2
, ,i n i n n sn n t k c   возможно развитие 
сверхзвукового режима процесса. В этом случае уравнение (3.27) для 
медленных возмущений принимает вид 
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(3.39) 
или 
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2
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1
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
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. 
(3.40) 
 
Для волны большой амплитуды (волны накачки), волновой вектор кото-
рой стремится к нулю, справедливо уравнение (3.35), а для коротковол-
новых возмущений  
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(3.41) 
 
 
(3.42) 
 
Приведем также значение для медленно меняющейся напряженности 
поля с учетом волны накачки 
 
* * *0 0
0 0 02
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(3.43) 
Ниже ограничимся рассмотрением так называемого сверхзвукового  
режима неустойчивости, при котором 
2 2 2 2
i n i n n sn n t k c    . 
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где слагаемое 
6 6
n ME n n    в первых уравнениях систем (3.44) и (3.45) 
моделирует затухание ВЧ мод спектра на электронах, причем 20Mn  . 
При 1na  уравнения гидродинамической модели (2.39) и гиб-
ридной модели (2.40) Силина с учетом представления 1( ) / 2n nJ a a , 
0( ) 1nJ a  , 
2
2( ) / 8n nJ a a  совпадают с полученными для неизотерми-
54                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
ческой плазмы гидродинамической модели (3.44) и гибридной модели 
(3.45) Захарова, соответственно, с точностью до величины расстройки 
и с учетом замен 0 0E iE  и 
* *
0 0E iE . 
  
 
 
 
Ограничимся ниже рассмотрением наиболее интересного случая 
длинноволновой накачки. Из уравнений Захарова (3.44) в линейном 
случае, используя представление /E E t i    , можно получить дис-
персионное уравнение для неизотермического случая в сверхзвуковом 
пределе 
2 2 2 2 2
0/in in sn n t k c n   
 
2 2 2{ } 0A     , (4.1) 
где расстройка равна 2 2 2
0 / 2Te pv n k   , 
2 2 2 2
30 0
0
| |1
2 2 4
e Te
pe
pe e
m k n v E
A
M n T

 
 . 
С другой стороны, линеаризуя уравнения (2.39), получим точно такое же 
дисперсионное уравнение для случая холодной плазмы, где, однако, 
2 2
0
0
02
pe 


    , а величина 2 3
1 ( )n pe
m
A J a
M
 . Заметим, что дис-
персионные уравнения (4.1) при 1na  и с учетом замен 0 0E iE  
и 
* *
0 0E iE  при соответствующем выборе расстройки в этих двух случа-
ях совпадают. Положительная определенность расстройки 
2 2 2
0 / 2Te pv n k    
в модели Захарова очевидна, а что касается расстрой-
ки 2 2
0 0( ) / 2pe      в модели Силина, то в книге [12] показано, что 
она также положительно определена и порядка  , по крайней мере 
в случае возбуждения длинноволновых ленгмюровских колебаний силь-
ноточным релятивистским пучком электронов.  
Для нормированных величин ' / pe   и 
3' / peA A   в табли-
це 1 приведены значения, отвечающие двум моделям описания модуля-
ционной неустойчивости ленгмюровских волн. 
В модели Захарова нормированная на ленгмюровскую частоту  
поправка , вообще говоря, должна быть записана в виде 
, 
 
(4.2) 
' / pe 
2 4
2 2( ') ( ')( ') ( ')
2 4
B
 
   
А. Г. Загородний, А. В. Киричок, В. М. Куклин. Часть ІІ. Одномерные модели…             55 
 
где  
. 
 
(4.3) 
Таблица 1 
Значения Модель Захарова Модель Силина 
Квадрат  
поправки  
к нормирован-
ной  
частоте 
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Так как 
4 2 1/2 2[( ') 4 ( ') ] ( ')B     с ростом '  монотонно растет, не 
имея выраженного максимума, то при малых 
2( ') B  , 2 ( ') B    , 
при этом 
2| | B  , а инкремент неустойчивости равен 
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(4.4) 
 
В случае больших
2( ') B  , 2 B   , при этом инкремент не-
устойчивости  
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(4.5) 
 
То есть инкремент увеличивается с ростом волнового числа возму-
щений, выходя при больших значениях волнового числа на свое 
наибольшее значение (4.5). 
В модели Силина при значениях расстройки
3( ') '/ 2A   или, что 
то же самое, 1/3 2/3
1' ( 2 ) ( )me nm M J a  , относительный инкремент до-
стигает значений [16] 
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Возмущения с волновым числом 0m mk k n , для которых 1.84mna  , 
значение функции Бесселя максимально и величина относительного ин-
кремента для таких возмущений достигает своего наибольшего значения 
 
1/3
max' 0.44
emi
M

 
   
 
. 
 
(4.7) 
 
Таким образом, в модели Силина набольшим инкрементом обла-
дают волновые вектора, для которых 1.84
mn
a  . При развитии неустой-
чивости амплитуда волны накачки падает и максимум инкремента пе-
ремещается в коротковолновую область. 
Важно отметить, что значения максимальных инкрементов пара-
метрической неустойчивости в модели Захарова для сверхзвуковых воз-
мущений подрастают при уменьшении их масштаба. Причем если в моде-
ли Захарова уменьшение амплитуды поля накачки приводит к снижению 
инкрементов во всей области неустойчивости, то в модели Силина подоб-
ный процесс сдвигает максимум инкремента в коротковолновую область, 
не уменьшая его значения (4.7). Таким образом, процесс движения энер-
гии в коротковолновую часть спектра в двух моделях в значительной сте-
пени обусловлен линейными механизмами роста возмущений.  
Кроме того, следует отметить взрывной рост амплитуд мод спектра 
неустойчивости в сверхзвуковом режиме процесса распада интенсивного 
ленгмюровского поля в неизотермической плазме в условиях 
2
0 0| | /4 = eW E n T , который обусловлен большими значениями инкре-
мента практически во всей области неустойчивости. Именно этот взрыв-
ной рост амплитуд спектра на начальной стадии процесса наблюдали во 
многих численных экспериментах. 
 
 
 
 
 
Неустойчивость мощной длинноволновой (длину волны полагаем 
равной бесконечности) ленгмюровской волны (волны накачки) с возбуж-
дением коротковолнового спектра ленгмюровских колебаний может быть 
описана уравнениями гидродинамической модели Силина (2.39) при 
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2
0 0| | /4 eW E n T . Воспользуемся следующими переменными и па-
раметрами 
2 2
0
02
Tek v

 , 2 20
0 0(1 )
2
pe

    , 1/3( / )e pem M  , 
2
0 0 0/ ea ek E m , t  , 
(1)
0
en
n
u
N
en n
 , 0
0
in
n
v
M
en


 , inv  – Фурье-
компонент ионной плотности, с волновым числом 0nk , 
| | exp{ }n n nE E i    
– медленно меняющаяся комплексная амплитуда 
напряженности электрического поля плазменных электронных колеба-
ний, волновое число которых равно 0nk nk , 0k – выбранный достаточно 
малый масштаб в пространстве волновых чисел, na a n  , n  – целые 
числа, не равные нулю и 1 , то есть 
2
0 0 0 0( / )e nn ek E m nk b a   . Связь 
между возмущениями плотности и электрического поля определяется 
соотношением 04 / 2n nE ieN k n , слагаемое 
6
6 n
M
n
E
n
    в первом урав-
нении (2.39) моделирует затухание ВЧ мод спектра на электронах, при-
чем 20Mn  . Начальные условия: 
210  , max max 40 100n n n     , 
2
0| 6 10a 

   , 0| 0n    , 
4
0| 3 10nM 

   , 
4
0| 10 /nN n

  . Поведение 
спектра мод неустойчивости как функция времени представлено на 
рис. 1. 
 
 
 
 
Рис.1. Процесс формирования волнового пакета ленгмюровских волн  
при неустойчивости [54].  
Видны синхронизация фаз (нижние рисунки) и уширение спектра 
(верхние рисунки) для моментов времени 
 (а, б);  (в, г);  (д, е) [46] 
 
exp( )n n nN N i 
4  7  8 
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Важно отметить, что быстрое расширение спектра возмущений 
в коротковолновую область обусловлено в значительной степени  
неустойчивостью волны накачки, что следует из рассмотрения линейно-
го инкремента. Действительно, расстройка 2 2
0( ) / 2pe pe      дости-
гает величины 1/3 2/3
1( 2 ) ( )me nm M J a , в случае максимального инкремен-
та линейной неустойчивости, нормированного на частоту ленгмюровской 
волны [16], 
 
1/3
2/3
13
/ ( )
2
e
pe n
mi
J a
M
 
 
  
 
. 
 
(5.1) 
 
С уменьшением амплитуды волны накачки максимум инкремента 
смещается в сторону больших волновых чисел, не меняя своего значе-
ния. Кроме этого, волна накачки способствует синхронизации фаз рас-
тущих мод спектра, формируя тем самым пространственную структуру 
каверны (ямки плотностей электронов и ионов плазмы, формы которых, 
вообще говоря, не совпадают) и ВЧ наполнения. Решая систему уравне-
ний (3.19), можно убедиться [54] в том, что энергия, заключенная в ко-
ротковолновом быстро уширяющемся в пространстве волновых чисел 
спектре ленгмюровских волн, возбуждаемых волной накачки, растет. 
Неустойчивость приводит к сужению линейных размеров каверны 
в конфигурационном пространстве, формированию достаточно резких 
перепадов плотности, «опрокидывание» которых должно, вообще говоря, 
приводить к интенсивной передаче энергии спектра электронам плазмы. 
Однако в рамках данной модели этот процесс описать не представляется 
возможным. Поведение ионной плотности также демонстрирует склон-
ность к переходу к режиму с обострением. Неустойчивость расчетной 
схемы при этом вынудила перейти к описанию ионов частицами. 
 
 
 
В гибридной модели Силина электроны описаны гидродинамичес-
ки, а ионы – крупными частицами. Уравнения модели (2.40) решались 
при выборе тех же переменных параметров, что и уравнения гидроди-
намической модели. При расчетах использовалось соотношение 
0 2s sk x  , частицы, моделирующие ионы (число которых выбиралось 
из соотношения « 50  частиц на длине самой коротковолновой моды»), 
равномерно располагались на интервале 0.5 0.5s   . Анализ дина-
мики процесса показал [48], что и в этой модели также точно формиро-
вались каверны плотности, которые затем разрушались. Причем процесс 
разрушения уже не сопровождался срывом счета. Причиной разрушения 
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каверн было выгорание поля и инерция моделирующих ионы частиц, 
число которых в численном эксперименте не превышало 35 10 , число 
мод спектра 40 100 . 
При этом ионная каверна «схлопывалась», ионный компонент пе-
реходил в режим пересечения траекторий частиц [47, 48]. Энергия, кото-
рую отбирали ионы, оказалась порядка 
1/3( / )e im m начальной энергии 
волны накачки [48] (здесь em  и im – массы электронов и ионов, соответ-
ственно). При малых уровнях поглощения и малых начальных флуктуа-
циях поведение волны накачки представлено на рис. 2. Большая часть 
энергии поля накачки в результате неустойчивости переходит в энергию 
коротковолнового ленгмюровского спектра, затем можно наблюдать час-
тичный обмен энергией между спектром и волной накачки и при 
ионная каверна «схлопывается», то есть переходит в режим пересечения 
траекторий частиц.  
 
 
 
Рис. 2. Амплитуда поля накачки  как функция времени  в гибридной 
модели в случае слабого поглощения энергии коротковолновых колебаний [48] 
 
Развитие неустойчивости в гибридных моделях (2.40) детально 
было позднее рассмотрено в работах [58–59]. Основное внимание было 
уделено режимам сильного поглощения энергии коротковолнового спек-
тра за счет затухания Ландау, которое было введено феноменологиче-
ски. Темп затухания ВЧ мод определял скорость выгорания поля в ка-
вернах плотности, откуда ВЧ поле вытесняло частицы. Основная энер-
гия неустойчивости сначала была сосредоточена в ВЧ поле коротковол-
нового ленгмюровского спектра, при этом формировался НЧ спектр воз-
мущений. Затем энергия ВЧ спектра в значительной степени передава-
лась электронам. Сформированные каверны плотности при этом «схло-
пывались», траектории ионов пересекались, возмущения ионной плотно-
сти сглаживались, их масштаб увеличивался. Связь между ионными 
возмущениями и ВЧ полем ослаблялась, и неустойчивость насыщалась. 
Амплитуда основной волны, испытав несколько небольших осцилляций, 
стабилизировалась на достаточно низком уровне. Основная энергия те-
перь содержалась в возмущениях электронного компонента плазмы. Не-
которая небольшая часть энергии порядка 
1/3( / )e im m начальной энер-
гии волны переходила в кинетическую энергию ионов.  
40 
( )a  
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Поведение спектра убеждает в том, что в области взаимодействия 
формируется каверна плотности, причем ее размеры быстро уменьшают-
ся [48]. В дальнейшем при слабых уровнях поглощения энергии в систе-
ме неустойчивость переходит в режим частичного обмена энергией меж-
ду возбужденным спектром модуляционной неустойчивости и волной 
накачки. Однако дальнейшее уменьшение размеров каверны, то есть 
возникающий в отсутствие электронного давления в холодной плазме 
коллапс, приводит в гидродинамической модели к срыву счета.  
С другой стороны, инерция ионов, которая в гибридной модели 
учитывается естественным образом, позволяет избежать срыва счета, 
который наблюдается в гидродинамической модели при критическом 
уменьшении размеров каверны. Ионы, переходя в режим пересечения 
траекторий, разрушают каверну, и неустойчивость насыщается. При 
этом можно выяснить характер распределения ионов по скоростям. 
Энергия, которую отбирают ионы, оказывается порядка 1/3( / )e im m
начальной энергии волны накачки [48]. Запасенная в коротковолновом 
ленгмюровском спектре энергия скорее всего также должна быть в зна-
чительной степени передана электронам плазмы, причем для электро-
нов переход в режим пересечения траекторий (в этом случае гидродина-
мические уравнения не применимы для описания электронов) может 
сдерживаться существованием ионной каверны, что способно синхрони-
зовать выброс быстрых электронов и ионов в момент еѐ разрушения. 
 
 
 
 
Неустойчивость мощной длинноволновой ленгмюровской волны 
с возбуждением коротковолнового спектра ленгмюровских колебаний 
может быть описана уравнениями гидродинамической модели Захарова 
(3.44) или гибридной модели (3.45) в условиях 2
0 0=| | /4 eW E n T . 
Однако прежде обсудим результаты  изучения подобной неустойчивости 
с помощью уравнений Власова для функций распределения элетронов 
и ионов. 
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Рассмотрим кинетическую модель (Власова–Пуассона), которая опи-
сывает поведение электронов и ионов с помощью кинетических уравнений 
для функций распределения *45+. 
[ ( ) ( , )] 0e e ee
e
f f f
v E t E x t
x v
  
   
  
,                                                           (6.1) 
/ [ ( ) ( , )] 0i i ii
i
f f f
v E t E x t
x v
  

  
     
  
,                                      (6.2) 
( , )
i e
E x t
n n


 

,                                                                                                   (6.3) 
где возмущенная плотность частиц ( , , )n dv f x v    


  , pet  ,
/e im m  , 0 0/ Ti eT  , координата нормирована на   
2
0/ 4de eT e n  ,  скорость –  на /Tv T m   . Данная модель 
может быть названа как кинетическая (Власова–Пуассона) модель *45+.  
 
 
 
Если описывать модуляционную неустойчивость с помощью кине-
тического уравнения для функции распределения электронов, а для ионов 
использовать гидродинамическое представление *46+, то к уравнениям 
для возмущений плотности и скорости ионов 
( )
0i i i
n n v
 
 
 
 
,                                                                                                  (6.4) 
( )
[ ( ) ( , )]i ii
v v
v E t E x t
 
 
  
 
                                                                   (6.5) 
следует добавить уравнения для функции распределения электронов 
и уравнение Пуассона (6.1) и (6.3) *37+. В двух последних случаях авторы 
[45, 46+ амплитуду 
0E интенсивной ленгмюровской волны 0 0( ) E cosE t t  
(здесь волны накачки) полагали постоянной *37+ или медленно затухаю-
щей *38+ вследствие столкновительных механизмов поглощения энергии в 
плазме. Учет влияния спектра ( , )E x t неустойчивости на волну накачки не 
проводился.  
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Кинетическая модель (Власова–Пуассона), которая описывает по-
ведение электронов и ионов с помощью кинетических уравнений для 
функций распределения (6.1)–(6.3), рассматривалась для области 
105 deL  ,  отношение начальной плотности энергии к тепловой энергии 
плазмы 2
0/ 3.125 10eW n T
  , отношение масс электрона и иона 
/ 1/1836e im m   , количество позиций в реальном и фазовом про-
странстве – по 256. Гидродинамическая модель Захарова (3.44) применя-
лась для тех же условий. Амплитуда длинноволнового поля (накачки) 
0E со 
временем не изменялась. Для наиболее корректного сравнения двух мо-
делей был выбран случай неизотермической плазмы / 0.1i eT T   . 
Ниже на рис. 3 показан профиль плотности энергии коротковолнового 
поля 2| ( , ) |E x t  (рис. 3а) и плотности плазмы inn   (рис. 3b).  
 
 
Рис. 3.  Профиль плотности энергии коротковолнового поля в пространстве 
2| ( , ) |E x t  (а) и отклонений плотности плазмы inn (b)  в момент времени 
11600 pet 
   для двух моделей  *37+ 
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Можно видеть, что учет кинетического затухания на частицах в мо-
дели Власова–Пуассона приводит к деформации каверны, максимальные 
значения плотности энергии коротковолнового поля и возмущения плот-
ности плазмы при этом заметно меньше, чем в модели Захарова. Форми-
рование каверны на начальной стадии нелинейного процесса в режиме 
постоянной накачки (который лишь в некоторой степени подобен эволю-
ции начального состояния) обнаруживает отличия в формировании каверн 
плотности, форма которых в кинетической модели не соответствует струк-
туре возмущений, характерных для модуляционной неустойчивости. Хотя 
в обоих случаях вытеснение ВЧ полем плазмы происходит в областях 
с пониженной плотностью. Это свидетельствует от том, что выбор началь-
ных условий способен повлиять на развитие неустойчивости, которая мо-
жет принимать характер, несколько отличающийся от модуляционной. 
Причиной такого отличия в степени влияния кинетического поглощения 
энергии поля частицами, возникновение при этом групп быстрых частиц, 
что способно нарушить топологию каверн.  
Если модифицировать модель Власова–Пуассона, сохранив пред-
ставление электронов с помощью кинетического уравнения для функции 
распределения (6.1), а для ионов воспользоваться уравнениями квазигид-
родинамики (6.4), (6.5) и уравнением Пуассона (6.3), то поведение этой мо-
дели и гидродинамической модели Захарова в значительной степени ста-
новится подобным. Каверны плотности и характер распределения плотно-
сти коротковолнового спектра практически не отличаются, однако модифи-
цированная модель Власова–Пуассона способна определить характеристи-
ки распределения электронов по скоростям, в частности их температуру, 
хотя не дает представления о распределении ионов по энергиям.  
Отметим, что описания динамики процесса развития коротковол-
нового спектра и формирования каверн плотности в рамках моделей Вла-
сова–Пуассона и гидродинамической модели Захарова *45, 46+ были не 
самосогласованными, то есть обратное влияние возбуждаемого спектра 
на волну накачки не было учтено. Тем не менее, подобные сравнения 
позволили обнаружить сильные и слабые стороны подходов, выявить 
особенности развития процессов в условиях различных моделей.  
 
 
 
Обсудим далее две модели: традиционную гидродинамическую 
модель Захарова (3.44) и гибридную модель Захарова (3.45). Последнее 
уравнение для накачки двух этих систем уравнений авторы [49] замени-
ли простой динамикой слабого затухания накачки. Для этого авторы [49] 
положили все параметры одинаковыми, отношение масс
/ 1/ (16 1836)em M   , плазма изотермическая, область рассмотрения
31,8 10 deL   , для гидродинамического описания использовано 600 мод 
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спектра, для гибридного – 3000 позиций, то есть координатная область 
разбита именно на такое количество участков. Так же, как и в предыду-
щих работах [45–46], авторы [49] рассмотрели не самосогласованный 
случай постоянного или слабо меняющегося поля интенсивной 
ленгмюровской волны, влиянием на которую спектра возбуждаемых ко-
ротковолновых возмущений пренебрегалось. Однако, как и в предыду-
щем случае, важным итогом такого сравнения является выявление от-
личий в динамике процесса, описываемого разными моделями.  
Прежде всего, авторы [49] отметили значительно более быстрый 
рост возмущений в гибридной модели, который они пояснили большими 
значениями возмущений ионной плотности в выбранной ими коорди-
натной сетке. Интегральные показатели – энергия ВЧ коротковолнового 
спектра на начальной стадии модуляционной неустойчивости – оказа-
лись подобны (рис. 4).  
 
 
 
Рис. 4. Отношение плотности энергии 
поля к плотности тепловой энергии  
электронов для случаев гидродинами-
ческой (а) и гибридной (b)  
моделей Захарова [41]  
(по оси ординат) от времени  
 
Рис. 5. Огибающая ВЧ поля  
(а) и относительные отклонения плот-
ности ионов  (b) в гибридной 
модели в момент времени 340  [49] 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6. Огибающая ВЧ поля  (а) 
и относительные отклонения плотности 
ионов  (b) в гидродинамической 
модели в момент времени 1363  [49] 
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На начальной стадии развитого режима процесса было обнаруже-
но, что выполняется соотношение между относительными возмущения-
ми плотности ионов 0/inn n  и плотностью энергии коротковолнового 
поля 
2 2| | | |n
n
E E  (рис. 5, 6). 
2
0/ | | /8inn n E  . 
(6.6) 
 
Здесь для удобства сравнения выбраны подобные режимы не-
устойчивости, которые характеризуются примерно равными максималь-
ными амплитудами поля и возмущений плотности. Прежде всего, следу-
ет отметить заметно большее число каверн плотности плазмы, значи-
тельные флуктуации плотности ионов. Соответственно, количество соли-
тонообразных возмущений плотности коротковолнового поля также 
больше в гибридной модели. Максимальная глубина каверн в гибрид-
ной модели всегда меньше, характерные размеры вдоль системы подоб-
ны. Оценки нагрева ионов в условиях постоянной величины или мед-
ленного изменения поля накачки вряд ли представляют интерес, ибо 
влияние коротковолнового спектра на накачку авторы не учитывали.  
 
 
 
 
Ниже проведем сравнение динамики развития модуляционной не-
устойчивости интенсивной ленгмюровской волны для двух представляю-
щих значительный интерес случаев. В первом случае, описываемом моде-
лью Силина, плотность энергии поля значительно превышает плотность 
тепловой энергии холодной плазмы. Во втором случае, описываемом мо-
делью Захарова, плотность энергии поля заметно меньше тепловой энер-
гии неизотермической плазмы, где температура ионов много меньше тем-
пературы электронов. 
Основное внимание обратим на эффективность передачи энергии 
ионам и ионным возмущениям в результате развития модуляционных 
неустойчивостей в случаях неизотермической и холодной плазмы в рам-
ках гибридных моделей.  
 
 
 
Для каждой модели рассмотрены также два случая легких и тя-
желых ионов. Параметры для этих случаев представлены в таблице 2. 
Также представляет интерес выяснить, как влияет затухание ВЧ спект-
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ра и соответственно выгорание поля в кавернах плотности на характер 
передачи энергии ионам плазмы. 
Таблица 2 
Параметры легких и тяжелых ионов в гибридных  
моделях Силина и Захарова 
 
Модели 
/ионы 
Легкие ионы Тяжелые ионы 
  
 
Гибридная 
модель  
Силина  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Гибридная 
модель  
Захарова 
 
 
 
 
 
 
 
Количество крупных частиц, моделирующих ионы, выбрано
0 20000s S   . Крупные частицы равномерно распределены на интер-
вале 1/ 2 1/ 2   , 0 / 2k x  , /sv d d  , начальные условия для 
частиц 0 0/ | | 0s sd d v      , число мод спектра N n N   , /100N S . 
Начальная нормированная амплитуда интенсивных колебаний
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 и       . 
 
Программа, реализующая математическую модель задачи, была 
создана с использованием технологии JCUDA. JCUDA обеспечивает вза-
имодействие с технологией CUDA из Java-программы и дает возмож-
ность проводить вычисления с высокой скоростью параллельно на гра-
фическом процессоре. 
 
 
 
Рис. 7. Относительные значения энергии основной волны (1),  
энергии мелкомасштабного ленгмюровского спектра (2), энергии, переданной 
электронам (3) и ионам (4) плазмы, для модели Захарова (слева)  
и модели Силина (справа) для легких ионов (a) и тяжелых ионов (b) 
 
 
 
Развитие неустойчивости в гибридных моделях (2.40) и (3.45) было 
рассмотрено в работах [58, 59]. Темп затухания ВЧ мод определял ско-
рость выгорания поля в кавернах плотности, откуда ВЧ поле втесняло ча-
стицы. Основная энергия неустойчивости сначала была сосредоточена 
в ВЧ поле коротковолнового ленгмюровского спектра, при этом формиро-
вался НЧ спектр возмущений. Затем энергия ВЧ спектра в значительной 
степени передавалась электронам. Сформированные каверны плотности 
при этом «схлопывались», траектории ионов пересекались, возмущения 
ионной плотности сглаживались, их масштаб увеличивался. Связь между 
ионными возмущениями и ВЧ полем ослаблялась, и неустойчивость 
насыщалась. Амплитуда основной волны, испытав несколько осцилляций, 
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стабилизировалась на достаточно низком уровне. Основная энергия те-
перь содержалась в возмущениях электронного компонента плазмы. Не-
которая небольшая часть начальной энергии переходила в кинетическую 
энергию ионов. Оценка плотности, передаваемой ионам энергии kin , 
определялась выражением  
 
2 2
0
0.27 ( ) / ,kin pe
e
M
I
W m
 

     
 
(7.1) 
 
где 0W – начальная плотность энергии интенсивной ленгмюровской вол-
ны, 2( )ssI d d  – энергия ионов в соответствующей нормировке,  – 
инкремент линейной неустойчивости. Доля энергии интенсивной 
ленгмюровской волны, передаваемая ионам в случае неизотермической 
плазмы (модель Захарова), определялась отношением 
0 0/ eW n T , а в слу-
чае холодной плазмы (модель Силина) – отношением 1/3( / )em M . 
Ниже рассмотрим детальнее характер распределения энергии 
в целом и для НЧ возмущений в частности [60, 61]. Обсудим особенности 
возбуждения НЧ коллективных движений ионно-звуковых волн в неизо-
термической плазме и НЧ колебаний в модели Силина. Особое внима-
ние уделим роли поглощения ВЧ спектра, ответственного за выгорание 
ВЧ поля в кавернах плотности. Выясним, как этот процесс влияет на 
возбуждение мод НЧ спектра, а главное, на вид функции распределения 
ионов и на общую энергию, приобретаемую ионами. 
Для параметров, определяющих характер поглощения энергии ВЧ 
спектра 20Mn   и / 0.05   , энергия основной волны, энергия мел-
комасштабного ленгмюровского спектра, энергия, переданная электро-
нам и ионам плазмы, нормированные на начальную энергию основной 
волны, представлены на рис. 7. 
Анализ результатов численного моделирования показывает, что 
энергия интенсивной длинноволновой ленгмюровской волны переходит 
сначала в энергию ВЧ ленгмюровского коротковолнового спектра. Именно 
на этой стадии формируются каверны плотности плазмы, заполненные 
ВЧ полем. Затем ВЧ поле вследствие затухания на электронах, учтенного 
в данных моделях феноменологически, выгорает (при этом передавая 
свою энергию электронам плазмы). Каверны в этих условиях «схлопыва-
ются», возбуждаются НЧ волны, траектории ионов пересекаются, и энер-
гия «схлопнувшихся» каверн и НЧ спектра передается ионам.  
Можно определить в конце численного моделирования среднеквад-
ратическую скорость 2( ) /s s
s
v v S   , при этом в модели Захарова для 
легких ионов получим ( ) 0.015sv  , для тяжелых ( ) 0.006sv  , в модели 
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Силина для легких ионов ( ) 0.002sv  , а для тяжелых ( ) 0.0005sv  . 
Полная энергия частиц в выбранной нормировке 2( )ssI d d   в моде-
ли Захарова для легких ионов равна 4.689, для тяжелых 0.808, в модели 
Силина для легких ионов 0.086, а для тяжелых 0.005. Различия в величи-
нах полной энергии в разных моделях определяются разными значениями 
линейного инкремента, а для случаев легких и тяжелых ионов выбором 
массы иона. Можно построить на основе значений среднеквадратичной ско-
рости нормальное распределение, тогда частицы, которые находятся вне его 
(в основном в так называемых «хвостах функции распределения»), в модели 
Захарова для легких ионов обладают 13,8% полной энергии, для тяжелых 
9,2%, а в модели Силина заметно больше, то есть для легких ионов 25,6%, а 
для тяжелых 13%, соответственно. То есть, в случае неустойчивости интен-
сивной волны в холодной плазме можно ожидать существенно большей до-
ли быстрых частиц. 
 
 
 
Рис. 8. Амплитуда мод НЧ спектра и зависимость частоты от волнового числа 
мод для модели Захарова (слева) и модели Силина (справа) для легких ионов (a) 
и тяжелых ионов (b): 1 – спектр , 2 – сглаженная средняя   
на развитой стадии неустойчивости 
 
Представляет интерес не только распределение ионов по энерги-
ям, но и возбуждение коллективных ионных колебаний (см. рис. 8), для 
чего определим частоту моды с волновым вектором 0nk  этих колебаний  
2 2 2 2
n nr ni
nr ni nr ni
d M Md
dd M M M M
   
    
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(7.2) 
где фазы n  НЧ мод спектра можно найти из выражения 
2 2 exp{ }n nr ni nr ni nM M iM M M i      .  
nM /n  
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Следует обратить внимание на тот факт, что интенсивность НЧ 
спектра в случае неизотермической плазмы (модель Захарова) достаточ-
но велика в широком интервале волновых чисел, что соответствует спек-
тру ионного звука после разрушения каверн плотности, обнаруженному 
в численных экспериментах [41-44]. Напротив, в холодной плазме 
в спектре доминируют длинноволновые колебания. 
Для обеих моделей кинетическая энергия ионов в выбранной вы-
ше нормировке  
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а энергии коллективных возбуждений для моделей Захарова и Силина 
имеют вид, соответственно, 
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(7.4) 
  
причем в модели Захарова эти колебания носят названия ионно-звуковых. 
На рис. 9 показана динамика изменения энергии ионов и энергии НЧ по-
ля от времени. 
 
 
 
Рис. 9. Энергия ионов и НЧ поля для модели Захарова (слева) и модели Силина 
(справа) для легких ионов (a) и тяжелых ионов (b): 1 – кинетическая энергия,  
2 – энергия поля колебаний, умноженная на 70 
 
Стоит обратить внимание на тот факт, что энергия НЧ поля значи-
тельно меньше энергии ионов во всех рассмотренных случаях. Умень-
шение энергии поля со временем происходит из-за передачи энергии 
ионам, а также из-за разрушения каверн плотности плазмы, на что было 
указано в работе [43].  
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Выбранный темп выгорания ВЧ поля в кавернах определяется ве-
личиной / 0.05   . Представляет интерес выяснить, как зависят 
результаты расчетов от этого параметра. Очевидно, уменьшение этого 
параметра не только замедляет выгорание ВЧ поля в кавернах, но 
и уширяет спектр ВЧ мод, то есть увеличивает долю мелкомасштабных 
его компонент, что приводит к углублению каверн плотности плазмы 
и к увеличению кинетической энергии выталкиваемых из каверн ионов. 
Отметим, что с уменьшением затухания ВЧ мод функция распределения 
ионов по скоростям в двух моделях по форме все ближе приближается 
к нормальному распределению, то есть к функции Максвелла, что изоб-
ражено на рис. 10.  
 
 
 
Рис.10. Распределение ионов по скоростям для модели Захарова (слева)  
и модели Силина (справа) для легких ионов  
(a – , b – , c – ) 
 
0.05 0.015 0.001
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Таблица 3 
Отличия расчетного распределения скоростей  
от нормального распределения 
 
Модель / 
уровень 
поглощения 
Отличие распределения 
по скоростям модели 
Захарова от нормального 
распределения 
Отличие распределения 
по скоростям модели 
Силина от нормального 
распределения 
 19,9 % 13 % 
 9,9 % 13,4 % 
 6,9 % 8,8 % 
 
В таблице 3 показана степень отличия распределения по скоро-
стям, полученного численным моделированием, от наиболее близкого по 
форме нормального распределения по скоростям, отвечающая рис. 9. 
На рис. 11 показано, что максимальное значение энергии ионно-
звуковых колебаний при уменьшении поглощения ВЧ поля для неизо-
термической плазмы практически не изменяется, но формирование НЧ 
спектра ускоряется. В холодной плазме, напротив, заметно растет интен-
сивность длинноволновых НЧ колебаний при уменьшении поглощения 
ВЧ мод. В дальнейшем НЧ спектр подавляется, передавая свою энергию 
ионам.  
 
 
 
Рис. 11. Энергия НЧ спектра в модели Захарова (слева) и в модели Силина 
(справа) для легких ионов (1 – , 2 – , 3 – )  
как функции времени 
 
Как и следовало ожидать, с уменьшением поглощения ВЧ спектра энер-
гия, в конечном итоге передаваемая ионам, растет практически в той же 
пропорции в неизотермической и в холодной плазме (см. рис. 12). 
 
 
 
Рис. 12. Кинетическая энергия ионов в модели Захарова (слева)  
и в модели Силина (справа) для легких ионов  
(1 – , 2 – , 3 – ) как функции времени 
0.05
0.015
0.001
0.05 0.015 0.001
0.05 0.015 0.001
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Отметим в заключение, что масштабы возмущений ионной плотности, 
меньшие дебаевского радиуса ионов /Di Ti pir v  , не дают вклада 
в формирование низкочастотных электрических полей из-за эффекта 
экранировки. В терминах 0 / 2Dir k   – ионный дебаевский радиус можно 
оценить [50–52]:  
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(7.5) 
 
В режиме развитой неустойчивости эта величина оказывается порядка 
310DiR
 , а число мод спектра ионной плотности не превышает вели-
чины 1/ DiR , что не противоречит проведенному анализу. 
 
 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Показано, что обнаруженный В. Е. Захаровым механизм нели-
нейного поглощения ленгмюровских колебаний при превышении 
плотности тепловой энергии плазмы плотности ВЧ поля применим и для 
полей, плотность энергии которых значительно больше тепловой энергии 
плазмы. Обсуждается подобие процессов модуляционной неустойчивости 
длинноволновых ленгмюровских колебаний в горячей и в холодной плазме, 
описываемой соответственно уравнениями Захарова и Силина. Характер 
возбуждения возмущений имеет ту же симметрию, механизмы возбуждения 
обширного коротковолнового спектра также подобны. Уравнения Захарова 
для неизотермической плазмы, в условиях, когда плотность энергии поля 
меньше плотности тепловой энергии среды, можно получить из уравнений 
Силина для низкотемпературной плазмы, когда плотность энергии поля 
существенно превышает плотность тепловой энергии среды. Действительно, 
уменьшая плотность энергии поля, легко перейти от случая, рассмотренно-
го В. П. Силиным и коллегами, к случаю, описываемому уравнениями  
Захарова.  
Движение энергии по спектру в моделях Захарова и Силина свя-
зано не только с перестройкой поля – взаимодействием мод между со-
бой, – а в значительной степени есть следствие линейной неустойчиво-
сти. Максимальные инкременты для модели Захарова с уменьшением 
масштаба возмущений увеличиваются. Практически постоянное значе-
ние инкремента в широкой области волновых чисел в сверхзвуковом  
режиме приводит к взрывному росту каверн плотности плазмы. В моде-
ли Силина максимальный инкремент при уменьшении амплитуды 
накачки сдвигается в коротковолновую область, что подтвердили резуль-
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таты изучения нелинейной стадии процесса. Важно также, что макси-
мальный инкремент в холодной плазме при уменьшении амплитуды 
поля накачки не изменяется, а инкременты в неизотермической плазме 
при тех же условиях уменьшаются во всей области неустойчивости.  
Наиболее важным следствием развития неустойчивостей интен-
сивных ленгмюровских волн в плазме является передача части энергии 
поля ионам и НЧ колебаниям плазмы. Этот вопрос рационально решать, 
рассматривая гибридные модели, где электроны описаны уравнениями 
квазигидродинамики, а ионы – крупными частицами. Процессы не-
устойчивости интенсивных длинноволновых ленгмюровских колебаний 
как в горячей, так и в холодной плазме оказываются подобны [48, 49].  
Анализ результатов численного моделирования показывает, что 
в результате неустойчивости интенсивной длинноволновой ленгмюров-
ской волны возбуждается ВЧ ленгмюровский коротковолновый спектр 
и коротковолновый НЧ спектр. Именно на этой стадии формируются ка-
верны плотности плазмы, заполненные ВЧ полем. Затем ВЧ поле вслед-
ствие затухания на электронах, учтенного в данных моделях феномено-
логически, выгорает, передавая свою энергию электронам плазмы.  
Каверны в этих условиях «схлопываются», возбуждаются собственные 
НЧ волны (ионный звук), траектории ионов пересекаются, и энергия 
«схлопнувшихся» каверн и НЧ спектра передается ионам. Ранее отмеча-
лось [48], что в неизотермической плазме доля энергии поля в условиях, 
когда плотность энергии поля меньше плотности тепловой энергии сре-
ды, которая передается ионам, пропорциональна отношению энергии 
поля к тепловой энергии плазмы. В холодной плазме доля энергии поля, 
которая передается ионам, порядка отношения инкремента к частоте, 
или, что практически то же самое, пропорциональна кубическому корню 
из отношения массы электрона к массе иона. В случае тяжелых ионов 
энергия, переданная ионному компоненту, заметно меньше, чем для 
случая легких ионов. Причем доля энергии, переданная ионам, в случае 
холодной плазмы обратно пропорциональна кубическому корню из мас-
сы ионов, а в случае горячей плазмы с ростом массы ионов падение доли 
энергии, переданной ионам, значительнее [58–60]. Распределение ионов 
по энергиям в гибридной модели Силина характеризуется наличием 
большой доли быстрых частиц. 
Интенсивность НЧ спектра (ионно-звуковые волны) в случае не-
изотермической плазмы (модель Захарова) одного порядка в широком 
интервале волновых чисел. В холодной плазме (модель Силина) в НЧ 
спектре доминируют длинноволновые колебания. Причем энергия НЧ 
поля оказывается значительно меньше конечной энергии ионов во всех 
рассмотренных случаях. Уменьшение энергии НЧ поля со временем 
происходит из-за передачи энергии ионам. 
Уменьшение уровня поглощения ВЧ поля соответствует замедле-
нию выгорания ВЧ поля в кавернах и уширяет спектр ВЧ мод, что при-
водит к углублению каверн плотности плазмы и к увеличению кинети-
ческой энергии выталкиваемых из каверн ионов. Отметим, что с умень-
А. Г. Загородний, А. В. Киричок, В. М. Куклин. Часть ІІ. Одномерные модели…             75 
 
шением затухания ВЧ мод функция распределения ионов по скоростям 
в двух моделях по форме все ближе приближается к нормальному рас-
пределению, то есть к функции Максвелла, что позволяет говорить 
о температуре ионов. Максимальное значение энергии ионно-звуковых 
колебаний при уменьшении поглощения ВЧ поля для неизотермической 
плазмы практически не меняется, но формирование НЧ спектра ускоря-
ется. В холодной плазме велика интенсивность именно длинноволновых 
НЧ колебаний, причем она увеличивается при уменьшении уровня  
поглощения ВЧ мод. Важно отметить, что с уменьшением поглощения 
ВЧ спектра энергия, в конечном итоге передаваемая ионам, возрастает. 
Авторы выражают свою искреннюю благодарность В. П. Силину 
и А. А. Рухадзе за поддержку и внимание к работе и признательность 
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Следующая задача демонстрирует конструктивность подхода 
В. П. Силина к описанию параметрической неустойчивости интенсивно-
го поля в плазме. Интенсивные электромагнитные поля, воздействую-
щие на поверхность плазмы, приводят к значительным осцилляциям 
электронного компонента. При этом тепловым движением электронов 
можно пренебречь, считая плазму холодной. Характер воздействия тако-
го внешнего электромагнитного поля на поверхность холодной плазмы 
подробно рассмотрен в книге В. П. Силина [II].  
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Ниже обобщим этот подход на случай самосогласованного описа-
ния воздействия внешнего нормально падающего на границу плазмы 
электромагнитного излучения с возбуждением широкого спектра по-
верхностных колебаний.  
Пусть на плазменное полупространство ( 0)x  с невозмущенной 
постоянной плотностью плазмы 0n нормально падает электромагнитная 
волна с компонентами (0, , )y zH E , где 0| | | |y zH E E  . Интенсивность по-
ля падающей волны будем считать достаточно большой и пренебрежем 
тепловым разбросом электронов плазмы
2
0 0( 4 )eE n T . Для возмуще-
ний поверхностной плотности заряда '
0lim n dx

  

 

  , где 
', ,e m n   – 
заряд, масса и возмущенная плотность заряда частиц сорта  , запишем 
следующую систему уравнений В. П. Силина, сформулированных им 
в книге [II]. 
 
22
0 2
exp[ sin( )] 0
2
n n nia t
t

  


   

    

  ,                                   (П.1) 
где 0exp[ sin( )]n n ne ia t          , 0( 0) /n z za e n E k m c     ,
2 2
04 /e n m   , 0t   – фаза поля с 0zk  в плазме, 0 – частота 
падающей волны. Волновое число таких возмущений 0 /znk n c . Реше-
ние (П.1) будем искать в виде ряда [II] 
 
( )
0exp{ }
s
n n
s
u is t  


  .                                                                         (П.2) 
Для поверхностных возмущений ионной плотности можно удержать 
только первый член ряда. Слагаемые в сумме для en , пропорциональ-
ные 
0exp{ i }t , превышают остальные члены ряда, однако необходимо 
удержать члены, соответствующие «нулевой» и второй гармоникам. 
Ограничимся учетом симметричных возмущений ионов 
(0) (0)
in i nu u  . Кро-
ме того, имеют место соотношения 
(0) (0)
en e nu u  , 
( 2) ( 2)
en e nu u
 
 , 
( 1) ( 1)
en e nu u
 
  , 
(1) ( 1)( )*en enu u
 . Самосогласованная обобщенная система уравнений Си-
лина, учитывающая обратное воздействие поля возбуждаемого коротко-
волнового спектра поверхностных колебаний на отраженную волну (па-
раметры падающей волны очевидно не меняются), имеет вид:  
 0
1 0 1( ) ( ) exp{i }
2
en
n en n in
du
i u i J a u
dt

       ,                                  (П.3) 
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2
*
0 12
( ) [ exp{ } exp{ }]in e n en en
d u m
J a u i u i
dt M
       ,                             (П.4) 
 
*
0 0 2
0 0
8
D(R R ) [ ( ) exp{ } ( ) exp{ }]in n en n en
n
u J a u i J a u i
en E

       ,     (П.5) 
где 01 |1 | exp{ } exp{ }/nR R i a i n        , 0 1(1 ) / 2pe    , 
0 0 02 / eeE m c  , 
*
0 0 0/R D D  , 
0
0
0 0
c
D i

 
  , 2 2
0 01 /pe    , 
2 2 2
0 0 0 / c    , 
1/3
1 ( / )e im m   , R – амплитудный коэффициент от-
ражения, 
(1)
en enu u , 
(0)
in inu u .  
Слагаемые, пропорциональные 0 ( )nJ a  и 2 ( )nJ a , отвечают вкладу 
в нелинейное взаимодействие соответственно «нулевой» и второй гармо-
ник. Из уравнений системы (П.3) –(П.5) можно получить соотношение 
 
2
2 2
0 0 0
| |16 1
1 | R | ( 2 | | )en n en
n
d u
u
e n cE n dt



   ,                                     (П.6) 
которое представляет собой закон сохранения энергии.  
Для численного решения уравнений (П.3)–(П.5) переходим к перемен-
ным 
1/3
0( / )e im m t  , 
1/3
0 0( / )n e in m m   , | | exp{i }en en nu u   
1/6 1 1/2
0 0N 4 ( / ) | |n e i enm m E u 
  , 1/6 1 1/20 04 ( / ) | |n e i inm m E u 
    . 
 
 
Рис. 13. Коэффициент отражения R и поле в плазме  для =0 и =0.02 
 
0AE 0 0
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Особенности затухания поверхностных волн таковы, что оно растет с рос-
том волнового числа колебаний [III]. В процессе развития неустойчивос-
ти разброс по фазам n  быстро уменьшается за времена несколько еди-
ниц  , формируя области поверхностной электронной и ионной плотно-
сти быстро уменьшающегося масштаба. Этот же эффект синхронизации 
мод приводит к сильному взаимодействию коротковолнового спектра не-
устойчивости с отраженной волной и порождает значительные осцилля-
ции коэффициента отражения при малой диссипации в интервале 
0.5 1.3R   (см. рис. 13). Учет потерь сужает пространственный спектр 
неустойчивости, уменьшает интегральный уровень энергии спектра, за-
тягивает развитие неустойчивости, а при колебаниях коэффициента от-
ражения последний не превышает единицу.  
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бзор посвящен кинетическим уравнениям слабой турбулентнос-
ти, включая точные методы получения неравновесных рас-
пределений. Представлены прозрачные квантово-механические 
аналогии. Для описания взаимодействий когерентных и стохас-
тических систем используется гамильтонов формализм. Особое место 
уделяется астрофизическим приложениям. Приведены примеры приме-
                                                     
5
 Этот материал является продолжением ранней публикации: Конторович В. М. Линейные 
и нелинейные волны. Часть . Динамический подход // Радиофизика и радиоастрономия. –  
2001. – Т. 6. – №3. – С. 165–211, далее *1+.  
О 
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нения кинетического уравнения Смолуховского к анализу процессов сли-
яния галактик и формирования их спектров масс. Рассмотрены нелока-
льные распределения и частично когерентные системы.  
 
 
 
Данный обзор посвящен кинетическим уравнениям для волн 
(и частиц) и получению на их основе степенных слаботурбулентных рас-
пределений. Эти существенно неравновесные распределения обладают 
определенной универсальностью и часто реализуются в природе в усло-
виях, когда источник и сток энергии (или других сохраняющихся вели-
чин) разнесены по частотам или длинам волн и между ними формирует-
ся поток сохраняющейся величины по спектру, параметризующий рас-
пределения подобно тому, как температура параметризует равновесные 
распределения. 
Используемые при определении функции распределения нор-
мальные координаты a и a* связаны с координатами  q и импульсами  p 
осцилляторов, описывающих волны, соотношениями вида: 2 
a p iq  , что позволяет перевести сумму квадратов 
2 2p q , входящую 
в гамильтониан, в разность квадратов 
2 2( )p iq  и факторизовать га-
мильтониан 
2 2
( ) / 2H p q  , сведя его к виду в зависимости от норми-
ровки *H aa  или *H aa  (   частота осциллятора), что значи-
тельно упрощает все выводы.  
Изложение, достаточно подробное в начале этой части, становится 
все более конспективным в конце, что отчасти компенсируется подроб-
ными ссылками. Описание точных решений кинетических уравнений 
будет приведено в заключении обзора. Точным методам посвящены 
Приложения, в которых обсуждается теоретико-групповая структура  
используемого подхода и выход за рамки кинетических уравнений при 
поиске степенных решений. 
 
 
 
В ранней публикации автора [1] можно было видеть, что взаимо-
действие волн во многом напоминает взаимодействие частиц. Эта анало-
гия еще более усилится, если мы рассмотрим не волны, а волнение, т.е. 
систему из большого числа волн со случайными фазами, напоминающую 
турбулентность. Но в отличие от классической турбулентности (в несжи-
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маемой жидкости, где речь идет о вихрях) в случае волнения мы имеем 
дело с совокупностью (ансамблем) волновых пакетов, которые благодаря 
дисперсии движутся с различными скоростями, из-за чего их перекрытие 
оказывается весьма непродолжительным во времени, и результирующее 
взаимодействие оказывается слабым. В этой связи говорят о слабой тур-
булентности, описание которой оказывается аналогичным кинетическо-
му описанию слабо неидеального газа. 
Характерная для слабой турбулентности малость энергии взаимо-
действия по сравнению с полной энергией волнения позволяет исполь-
зовать теорию возмущений и описывать турбулентность с помощью за-
мкнутых систем кинетических уравнений для функций распределения. 
Роль функции распределения играет величина, пропорциональ-
ная среднему квадрату амплитуды волны с волновым вектором k  
(скобки означают усреднение по фазам волн): 
 
N a ak k k

 (2.1) 
 
(при дискретном наборе волновых векторов k ). Действительно, в этом 
случае средняя энергия, вычисляемая по квадратичной части гамильто-
ниана (т.е. без учета энергии взаимодействия волн), есть 
 
E= k k k
k
a a .  (2.2) 
 
 
Эта величина имеет вид энергии идеального газа с функцией распреде-
ления (2.1), где Nk  играет роль числа частиц с «импульсом»  k , а ча-
стота волны k играет роль их энергии. 
Нетрудно убедиться в том, что при непрерывном спектре связь между 
коррелятором (комплексных) нормальных координат и функцией рас-
пределения принимает вид 
 
  ,a a N    k k k k k  (2.3) 
 
где  -функция выражает однородность системы, а суммирование заме-
няется интегрированием. 
Кинетическое уравнение  
 
 N I Nстk k  0  (2.3') 
 
представляет собой уравнение баланса частиц в фазовом пространстве. 
Взаимодействие учитывается интегралом столкновений  I Nст , вид 
которого определяется наиболее вероятными процессами, допускаемыми 
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законами сохранения энергии, импульса (а если число волн-частиц со-
храняется, то и числа волн). Кинетические уравнения могут быть полу-
чены непосредственно из уравнения движения. Вывод этот несколько 
громоздок. Между тем простой физический смысл кинетического урав-
нения в терминах частиц позволяет его выписать непосредственно  
(используя квантовые представления [24], когда речь зайдет об анало-
гии с волнами). 
Рассмотрим вначале классическое кинетическое уравнение Боль-
цмана, учитывающее парные столкновения между частицами. В отсутст-
вие столкновений функция распределения  f tr p, , , описывающая газ 
частиц без внутренних степеней  свободы, сохраняется вдоль траекторий 
частиц в фазовом  r p, пространстве. Это означает, что полная (стоксо-
ва) производная от     f t t tr p, , , где  r t  и  p t  определяются (га-
мильтоновыми) уравнениями движения частицы ( , r v p F , где v    
скорость частицы, а  F  действующая на нее сила), равна нулю: 
 
Df
Dt
f
t
f f
   






  .r
r
p
p
0  (2.4) 
 
Учет столкновений приводит к тому, что вместо нуля в правой  
части (2.4) возникает некоторый функционал  
 
 
Df
Dt
f
t
I f
ст
ст





 


,  
(2.5) 
 
где скорость изменения функции распределения за счет столкновений 
выписывается из простых вероятных соображений. А именно, считаем 
сталкивающимися две частицы, у которых в данный момент t  оказа-
лись близкими их координаты r r1 2, .  Вероятность столкновения 
найдем как вероятность двух независимых событий оказаться каждому 
из партнеров «в одной точке» r с импульсами  p  и  p1: 
 
   f t f t d dr p r p p p, , , , .1 1  (2.6) 
 
Так как прицельное расстояние у сталкивающихся частиц при 
этом не фиксируется и может быть произвольным, то результат столкно-
вения записывается также в вероятностных терминах. А именно, процес-
су рассеяния соответствует вероятность 
 
 w ff d d d dp p p p p p p p, / , ,1 1 1 1 1     (2.7) 
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где  f f t r p, , ,  f f t1 1 r p, , , а w  условная вероятность (в едини-
цу времени) перехода из исходного состояния p p, 1  в конечное  p p, 1  
(разумеется, это отвечает некоторому определенному расстоянию в ди-
намике взаимодействия). 
Учитывая, что в силу симметрии относительно обращения времени 
обратному процессу соответствует та же вероятностьw , а вероятность 
соударения при этом равна  f f1 , получаем для полного баланса прихо-
дов и уходов в данный элемент фазового  объема: 
 
 1 1 1 1, .cтI d f f ff w d d d d       p p p  (2.8) 
 
Это и есть интеграл столкновений Больцмана. Равновесное рас-
пределение 
 
0
Tf Ae



 
 
(2.9) 
 
обращает его в нуль в силу того, что f 0  должно являться решением ки-
нетического уравнения, а стоксова производная в пространственно одно-
родном случае (а также в потенциальном внешнем поле, если   включа-
ет соответствующую потенциальную энергию) зануляется равновесным 
распределением f 0  (температура T (в энергетических единицах) 
и нормировочная константа A параметризуют распределение). Это рас-
суждение можно обратить и использовать для нахождения f 0  как реше-
ния, обращающего в нуль интеграл столкновений. Впоследствии подоб-
ный подход будет использован для нахождения стационарных, но 
неравновесных распределений, обращающих интеграл столкновений 
в нуль при других условиях в нуле и на бесконечности по энергии. 
Учтем, что в силу выполнения законов сохранения энергии (упру-
гие столкновения) и импульса вероятность перехода содержит соответ-
ствующие  -функции 
 
   
1 1 1 1/ / 1 1 1 1
.w U                   pp p p pp p p p p p p  (2.10) 
 
Благодаря этому, распределение f 0  вида (2.9), очевидно, приводит 
к тому, что интеграл столкновений оказывается равен нулю: 
 
 A e eT T2 1 1
1 1
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Прежде чем перейти к волнам, рассмотрим квантовое обобщение 
интеграла столкновений Больцмана для ферми-частиц (например, элект-
ронов). В силу принципа Паули, который запрещает находиться в одном 
и том же состоянии двум электронам, вместо (2.7) запишем (опуская здесь 
индексы у  w) 
  1 11 1w ff f f     , (2.11) 
 
где два последних множителя представляют собой вероятности иметь ко-
нечное состояние свободным. Такая запись предполагает вполне опреде-
ленную нормировку распределения, а также фиксированное значение 
спина, который для нас не существенен. Для независящего от спина рас-
пределения появится просто дополнительный множитель 2 (результат 
суммирования по спинам), который мы можем включить в вероятность w. 
В итоге интеграл столкновений приобретает вид 
 
      ф 1 1 1 11 1 1 1 .стI d w f f f f ff f f            (2.12) 
 
Непосредственной подстановкой проверяем, что равновесное фер-
миевское распределение 
f
e
f
e
e
ф
T
ф
T
T
0 0
1
1
1
1


 



 
 
 ,  
 
 
(2.13) 
 
 (нормировка достигается за счет химического потенциала  ) обращает 
в нуль I ст
ф
 : 
   
 
     
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




 





 




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


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    1 1
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1 1
1 1
1 1 1 1
0e
e e
e e e e
T
T T
T T T T
.  
(2.14) 
Для волн (которые являются бозе-частицами с квантово-
механической точки зрения) при написании кинетического уравнения 
вместо принципа Паули необходимо учесть открытое Эйнштейном вы-
нужденное излучение. А именно, вероятность перехода в конечное со-
стояние складывается из двух слагаемых: спонтанного и вынужденного, 
причем последнее пропорционально числу волн (частиц) в конечном со-
стоянии. Именно этот эффект ответственен за феномен лазера (или ма-
зера), который кстати был создан (а еще позже обнаружен в естествен-
ных условиях в космосе) на полвека позднее открытия Эйнштейна. При 
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соответствующей (квантовой) нормировке это означает, что интеграл 
столкновений для бозе-частиц будет иметь вид:  
  
      I d w f f f f ff f fстБ            1 1 1 11 1 1 1 .  (2.15) 
 
Равновесное распределение есть 
f
e
f
e
e
Б
T
Б
T
T
0 0
1
1
1
1


 



 
 
 
, .
 
 
 
(2.16) 
Переход к классическим частицам в обоих случаях означает, что 
при квантовой нормировке вероятность найти частицу в данном состоя-
нии мала 1f . При этом оба распределения (2.13) и (2.16) переходят 
в (2.8). Переход же к волнам для (2.16) означает, что 1
Бf N . При 
этом I ст
Б
 переходит в I ст  (для процессов рассеяния):  
  
 
   
I d w N N N NN N NN N NN N
w U
ст         
      
 
     
1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 3
,
.k k k k
 
 
(2.17) 
 
В силу однородности этого выражения по N  нормировка здесь уже мо-
жет выбираться классическим способом. 
Выражение (2.17) соответствует нераспадному закону дисперсии 
волн. Нетрудно понять, что распадные процессы (распады и слияния 
волн) приведут аналогичным образом к интегралу столкновений:  
 
 
   
1 2 1 2
ст 1 2 1 2
/ / 1 2 1 2 1 2
,
, ,
I d w N N NN NN cycle bicycle
w U d d d

     
    
     

k k k k k k k k k k k
 
 
(2.18) 
 
где cycle означает циклическую перестановку индексов в функциях рас-
пределения и вероятности перехода. К анализу следствий, вытекающих 
из кинетического уравнения для волн (и частиц), мы вернемся ниже. 
 
 
 
 
Турбулентность возникает в результате развития неустойчивостей 
ламинарного движения и характеризуется возбуждением большого чис-
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ла степеней свободы. В несжимаемой жидкости  это набор сильно взаи-
модействующих между собой вихрей. В такой среде, как плазма, могут 
возбуждаться самые различные типы волн (лэнгмюровские, ионно-
звуковые, альфеновские и т.п.), причем, в отличие от вихрей в жидкости, 
волны в плазме обладают существенной дисперсией скоростей распро-
странения. Благодаря этому их взаимодействие может быть достаточно 
слабым. Такое состояние принято называть слаботурбулентным. Оно 
может осуществляться и в гидродинамике и хорошо всем знакомо по 
движениям взволнованной поверхности моря (слабой турбулентности 
соответствует волнение без образования «барашков»). 
В этих условиях хорошо определенными объектами становятся 
волновые пакеты  квазичастицы, динамика которых определяется их 
законом дисперсии   . k  Такую систему, благодаря слабой связи между 
волновыми пакетами, удобно рассматривать как слабо неидеальный газ, 
взаимодействие в котором носит характер столкновений, а их можно 
описывать с помощью кинетического уравнения для функции распреде-
ления. В ряде случаев удается найти точные стационарные решения 
этого уравнения, соответствующие колмогоровским распределениям 
с постоянными потоками (энергии, импульса, квазичастиц) по спектру 
турбулентности и тем самым получить достаточно полное статистическое 
описание. 
При постановке задачи о турбулентном распределении в кинети-
ческом уравнении (2.3’) необходимо ввести источник Dk  и сток k : 
 
  .N I N Dстk k k k    (3.1) 
 
Источник может быть связан с инкрементом  k  неустойчивости 
D Nk k k  , сток  с конечным временем жизни квазичастиц, напри-
мер, из-за молекулярной вязкости
2( 2 )k N k k . Существенно, что ис-
точник и сток предполагаются значительно разнесенными в k -
пространстве, благодаря чему возникает поток энергии из области ис-
точника в область стока (возможно возникновение потоков других сохра-
няющихся величин: числа квазичастиц при нераспадном законе диспер-
сии, импульса в анизотропных распределениях, энстрофии в двумерной 
системе [5] и т.д.). 
В инерционном интервале, расположенном между областями ис-
точника и стока, определяющими являются нелинейные взаимодействия 
волн, и главным членом кинетического уравнения становится интеграл 
столкновений. При этом для стационарного распределения уравнение 
принимает вид 
 
 I Nст k  0.  (3.2) 
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Источник и сток можно считать находящимися в нуле и на бес-
конечности. Они играют роль граничных условий, отбирая решения КУ, 
соответствующие постоянству потока через инерционный интервал. 
С этой точки зрения решения представляют собой промежуточные 
асимптотики [6]. Величина потока определяется мощностью источника. 
Постоянство потока является очевидным следствием кинетического 
уравнения. Например, для потока энергии  Р  имеем (   размерность 
k -пространства) 
 
 



P
k
k I Nk ст  
1 0k  
(3.3) 
 
в соответствии с уравнением непрерывности для энергии: 
E P kk    0 ,  E k k Nk
 1 k . Решению N k  уравнения 
 ст 0I N k  соответствует P  const . Разумеется, кинетическое урав-
нение описывает не только существенно неравновесные турбулентные 
состояния, но и состояния, близкие к тепловому равновесию. При этом 
источник и сток отсутствуют, и равновесным решениям уравнения (3.2) 
отвечает поток, равный нулю. 
Выяснить физический смысл решения (а иногда и получить его) 
можно, используя соображения размерности. Обратимся к выражению 
для энергии (2.2) (удобно отнести ее к единице массы, разделив на плот-
ность среды  ) 
E
.d a a

  k k kk  (3.4) 
 
Тогда, учитывая определение N k , имеем 
 
 
   
E
2 
  
 L
d N dk E k d E   k k k ,  
 
(3.5) 
 
где  E k  и  E   спектральные плотности энергии в пространстве вол-
новых чисел и частот соответственно, L    размер системы. Отсюда сле-
дуют размерности ( l  длина, t    время): 
 
         N l t E k l t E l t P l t         5 1 6 2 5 1 5 3, , , ,    (3.6) 
 
размерность Р определяется уравнением непрерывности. Если в задаче 
отсутствуют характерные времена и длины (мы для краткости ниже бу-
дем говорить при этом о полной автомодельности), то единственная ве-
личина размерности длины есть k 1 , а времени  1 . 
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Напомним, как из соображений размерности получается спектр 
турбулентности несжимаемой жидкости. У вихрей собственные частоты 
равны нулю. Поэтому спектральная плотность  E k  должна быть по-
строена лишь из потока Р и волнового числа k (в силу локальности): 
 E k P ka b . Отсюда, сравнивая размерности и находя значения коэф-
фициентов a и b, получаем спектр ОбуховаКолмогорова 
 
 E k P k
2 3
5
3 .  (3.7) 
 
В случае волновой турбулентности одних соображений размерно-
сти недостаточно, так как здесь мы имеем дело с системой распростра-
няющихся волн и кроме волнового числа есть еще один параметр  их 
скорость (или частота). Однако, в случае слабой турбулентности спра-
ведливо кинетическое уравнение, из которого вытекает связь между N 
и Р. Для распадного спектра, когда 
2
ст
распI N , отсюда следует 
1
2N P . 
Остается определить зависимость N  от k и  , а здесь уже соображений 
размерности оказывается достаточно: 
1
2расп a bN P kk . Получаем, таким 
образом, 
N P kаспр .
 

1
2
1
2
5
2

 
(3.8) 
 
Для капиллярных волн на глубокой воде   k
3
2 ,   2 , откуда 
(3.8) приводит к спектру Захарова и Филоненко N P kk 
12
17
4  [7]. 
Рассмотрим теперь нераспадный спектр (например, гравитацион-
ные волны на глубокой воде6). При этом есть новая сохраняющаяся ве-
личина  число частиц. Поэтому наряду с решениями, в которых сохра-
няется поток энергии, возможны решения кинетического уравнения, 
в которых сохраняется поток частиц по спектру [8]. 
При полной автомодельности в случае постоянного потока энергии 
из соображений размерности имеем 
 
N P kне аспk
р .


1
3
10
3

 
(3.9) 
 
Для гравитационных волн на глубокой воде ( 2)  получаем 
спектр Захарова и Филоненко N P k 
1
3 4  [7]. Решение с постоянным 
потоком частиц Q  [8] получается отсюда заменой Р на Q k : 
                                                     
6
 Кинетическое уравнение с источниками и стоками для гравитационных волн на поверх-
ности жидкости впервые рассматривалось К. Хассельманом *9+. Современному состоянию 
вопроса посвящены обзоры *1015].  
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N Q kне асп k
р .


1
3
10
3
1
3


 
(3.10) 
 
Степень 1/3, в которой входит поток, определяется видом интегра-
ла столкновений кинетического уравнения  (   3ст,P Q I N N  ). 
Для интерпретаций распределений необходимо рассматривать 
плотности потоков в k-пространстве. Здесь весьма удобной оказывается 
электростатическая аналогия. Введем плотность потока энергии  q k  
равенством 
   стdiv .I N k k kq k  (3.11)  
 
Из кинетического уравнения в стационарном случае следует тогда 
 
 div ,D kq k  (3.12) 
 
где Dk  источник (сток) энергии, локализованный вблизи начала коорди-
нат в k-пространстве. В инерционном интервале (большие расстояния от 
источника и стока) играют роль лишь его низшие мультипольные моменты. 
Если считать rot 0q , то q  играет роль поля, а  
~
D 4  k  плотности 
заряда. Точечный заряд Р в начале координат   P  k  согласно тео-
реме Гаусса порождает постоянный поток (энергии). Для плотности потока 
справедлив закон, аналогичный закону Кулона. Диполь d  приводит к по-
стоянному потоку импульса. Потоку частиц соответствует свой «заряд» Q  
в начале координат. Эти распределения могут быть найдены не только из 
соображений размерности, но и как точные решения КУ, что является су-
щественным результатом теории слабой турбулентности (см. Приложение I 
и работы [7, 16-30]), и будут рассмотрены ниже. 
 
 
 
 
Идеи (слабой или волновой) колмогоровской турбулентности были 
распространены на новые объекты [31, 32], и это привело к результатам, 
важным для понимания структуры самих слаботурбулентных потоковых 
спектров. Мы ограничимся изотропными спектрами7 как ввиду их про-
                                                     
7
 Дрейфовые отклонения от изотропных распределений см. в *24+. Слабая турбулентность 
волн в замагниченной плазме (с учетом возникающей анизотропии) рассмотрена в *90+. 
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стоты, так и той роли, которую они играют в астрофизических приложе-
ниях. В примерах из гидродинамики (волнение на поверхности жид-
кости) и физики плазмы (ленгмюровская турбулентность) квазичастицы 
представляли собой волновые пакеты, и речь шла о взаимодействии 
волнаволна, которое для нераспадного спектра сводилось к рассеянию. 
Сохранение, наряду с энергией, числа волн (волнового действия) приво-
дило к двум различным степенным турбулентным спектрам, один из ко-
торых соответствовал потоку энергии, а другой  потоку числа квазича-
стиц через инерционный интервал [7, 1630]. Оба этих спектра находи-
лись как решения, обращающие в нуль интеграл столкновений (наряду 
с равновесным распределением). Этот же подход был распространен на 
плазменные системы со взаимодействием волначастица. Связанная 
система кинетических уравнений содержит при этом интеграл столкно-
вений, по-прежнему имеющие структуру (2.12), (2.15), причем для час-
тиц в выражении 
квf  при фермиевской статистике возникают множите-
ли (1п) вместо множителей (1+N) для волн. В классическом пределе  
( 1n )  имеем  
 
   1 1 .f N N n N N n       kp | k p k k p k k p  (4.1) 
 
Стационарные решения системы кинетических уравнений приводят 
к степенным спектрам как для волн, так и для частиц8 (при наличии по-
тока по их спектру). Рассматривались с этой точки зрения и процессы том-
соновского и комптоновского рассеяния. Наконец, колмогоровские спек-
тры частиц обсуждались для взаимодействия частицачастица [33]. 
В частности, были получены степенные распределения частиц, которые 
формируются за счет обычных кулоновских соударений в отсутствие вза-
имодействия с волнами и, более того, способствуют затуханию волновых 
движений и расширению области существенно «столкновительной» плаз-
мы. Здесь физическая картина уже очень далека от гидродинамической 
турбулентности, но формальная аналогия в духе слабой турбулентности 
полностью сохраняется. Остается справедливым и выражение для сла-
ботурбулентных потоковых распределений. При этом в силу 1n  для 
частиц следует 
1 2 3| 2 3 1
.f n n nn pp p p  Степенные распределения частиц 
прежде всего сказываются на тех свойствах среды, которые чувствительны 
к наличию быстрых частиц: затухание Ландау, скорости ядерных реак-
ций, критерий Лоусона и т. п. Однако в подобных вопросах важна уже 
структура распределения при значительной доле тепловых частиц. Она 
выяснена на более простом примере спектра, формируемого томсоновским 
рассеянием, когда КУ носит дифференциальный характер (см. ниже). 
                                                     
8
 Степенные спектры нейтронов, соответствующие постоянному потоку частиц по спектру, 
обсуждались Ахиезером и Померанчуком еще в 1948 г. *5+, причем рассматривалось рас-
сеяние нейтронов на ядрах, описываемое кинетическим уравнением. 
В. М. Конторович. Часть ІIІ. Линейные и нелинейные волны. …             93 
 
 
Существование равновесных и турбулентных стационарных реше-
ний у КУ поставило вопрос о том, каким должно быть распределение при 
совместном воздействии термостата, формирующего равновесный, и ис-
точника, формирующего турбулентный спектр. Достаточно простой 
и важный пример излучения, рассеиваемого равновесными нереляти-
вистскими электронами (играющими роль термостата с температурой eT ), 
при наличии потока от источника фотонов позволяет провести аналитиче-
ское исследование задачи. Оказывается, что одновременное наличие по-
тока и температуры приводит к формированию единого распределения, 
вид которого существенно зависит от соотношения между потоками и тем-
пературой [27]. Типичным для него является возникновение промежуточ-
ной асимптотики [34], существенно искажающей «хвосты» распределения 
при самых малых потоках. При нерелятивистских энергиях электронов 
изменение частоты фотона при рассеянии мало  1V c  , так 
что фотонное КУ  из интегрального становится дифференциальным. Соот-
ветствующее уравнение Компанейца [35-37] для kN N имеет вид 
 
     42
1
, 1 .e
T N
N q q N N
h
  
  
  
        
 
(4.2) 
 
Здесь q — поток фотонов в пространстве частот 2   , h — по-
стоянная Планка, коэффициент   определяется через томсоновское се-
чение   и концентрацию электронов п. Член с N 2 описывает индуциро-
ванные, остальные — спонтанные процессы. Рассмотрим стационарное 
состояние, соответствующее постоянному отрицательному потоку 
4( )q   . Оно описывается уравнением  
 
4
2 ,e
T N
N N
h

 
  
    
  
 
(4.3) 
 
из которого видно, что единственным параметром является отношение 
корня четвертой степени из потока к температуре eh T  . При малом 
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потоке  1  решение имеет вид слабовозмущенного планковского 
распределения, от которого отрастают в области малых [35-37] и боль-
ших [27] частот степенные хвосты (см. рис. 1): 
 
        
2 4
; ln 1 .e
h
T
k e k eN T h N e T

        

   
   
(4.4) 
(Полное решение см. в [27].) При этом область частот, занимаемая сте-
пенными асимптотиками, существенно зависит от величины потока.  
 
Рис. 1. Распределение интенсивности равновесного излучения при наличии  
потоков по спектру. Индекс  относится к степенным асимптотикам  
распределения 3 ( )N      
 
С ростом потока она также растет, и при большом значении потока 
эти асимптотики смыкаются, «съедая» равновесную часть распределения. 
Образуется бистепенной спектр, который следует из (4.3) при Те  0: 
 
   
41 1 4 1 , .
2k e
N T h     
  
 (4.5) 
Бистепенной вид спектра связан с одновременным учетом как спон-
танных, так и индуцированных процессов. Распределение (4.4) является 
нормируемым, соответствующее ему полное число фотонов конечно. Каж-
дая из степенных асимптотик может быть найдена независимо с исполь-
зованием свойств симметрии КУ. В этой связи рассмотренный пример ре-
шения уравнения Компанейца интересен и для теории турбулентности, 
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так как наглядно демонстрирует, как степенные асимптотики входят 
в полное решение. Рассеяние частиц на излучении при наличии потока 
может формировать и степенные спектры релятивистских частиц, обсуж-
давшиеся в связи с проблемой объяснения степенных спектров космиче-
ских лучей. Для релятивистских электронов с распределением по импуль-
сам pn возникает степенная асимптотика с индексом  = 2 в дифферен-
циальном пространственном потоке частиц 
3
pc n d p d
   . Заметим, 
что комптоновский спектр электронов с  = 2 является весьма универсаль-
ным – он получается без каких-либо специальных предположений о виде 
фотонного спектра [38, 39]. В частности, он может устанавливаться за счет 
рассеяния на реликтовом излучении. 
 
 
 
Под ПТР понимают систему релятивистских электронов с энергия-
ми 
2mc  и излучения, рассеиваемых и удерживаемых турбулентной 
плазмой. Процессом, определяющим распределения электронов и фото-
нов, является рассеяние с превращением плазменного колебания часто-
ты 0  в поперечную электромагнитную волну с частотой 
 
2
2
0 .mc    Плазменная турбулентность является заданной и иг-
рает роль некоторого статистически однородного и стационарного внеш-
него поля, разрешающего основной процесс рассеяния. Уравнения ПТР 
получаются разложением КУ вида (2.12), (2.15) по малой передаче элек-
тронного импульса при рассеянии с учетом доплеровского преобразова-
ния частоты и содержат усредненную вероятность перехода u, завися-
щую лишь от отношения 2  , где   измеряется в единицах 0 , 
а энергия в единицах 2mc . Так как рассматривается один и тот же про-
цесс, то каждое из КУ для распределения фотонов Nk и электронов np 
содержит одну и ту же комбинацию функций распределения 
N n n    , умноженную на  2u    и плотность электронных состоя-
ний 2 . Величина и пропорциональна энергии плазменной турбулент-
ности. Т.о. уравнения ПТР имеют вид [40, 41] 
 
        2 22 3
0 0
1 1
, ; , ; , .p kn d S N d S S u N n n            
  
 

     
  
 
(4.6) 
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Эти уравнения допускают два стационарных степенных решения. 
Одно из них, выраженное через индексы 
2
pn
    и 3N   , соот-
ветствует  2   и 5 2   , другое — индексам 3   и 5 2   . Первое 
из них соответствует постоянному потоку числа релятивистских электро-
нов [26, 40, 41], направленному в сторону больших энергий, а второе пред-
ставляет собой решение с постоянным потоком энергии по спектру как 
электронов, так и фотонов, причем суммарный поток направлен в сторону 
малых энергий [26]. Не останавливаясь на астрофизической стороне дела 
[40, 41], отметим, что потоки в ПТР должны создаваться источниками, 
сторонними по отношению к турбулентной плазме. Скорее всего, при этом 
должны формироваться неоднопотоковые спектры [31, 32]. 
 
 
 
Различные турбулентные решения требуют для своей реализации 
определенного расположения источников в соответствии со знаками пото-
ков. Определение направления потоков на степенных спектрах может 
быть произведено в общем виде [25]. При этом удобно использовать выра-
жение для потока частиц 0Q J через производную по показателю степени 
от интеграла столкновений [42] и аналогичное условие для потока энер-
гии P=J1. Анализ существенно упрощается, если воспользоваться кон-
формной симметрией и перейти к факторизованной форме записи Icт на 
степенных распределениях. Соотношение между потоком и спектром вида
 
турб
ii s
iN A (i = 0 или 1 в зависимости от сохранения потока частиц или 
энергии) для процесса рассеяния вида 1 2 3      приобретает вид: 
 
 
3
1 2 3 1 2 3
1 1 2 2 3 3
4
ln ln ln ln
s s s s si
i
i i i i
is s
A
J d w      

       
   

     
  
   
  

.     (4.7) 
 
Здесь 1 2 3d d d d  k k k ,w – вероятность рассеяния. Выяснить знак 
потоков с помощью этого выражения можно без фактического вычисле-
ния интегралов (разумеется, необходимого для вычисления нормирую-
щего множителя ci  в связи  
1
3
i i iA Jc ). Результат определяется толь-
ко индексами распределения s и степенью однородности закона диспер-
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сии  :  0 0 0sign sign 1 ;J s s     1 1 1 0 1sign sign 1 ; 1 3J s s s s   . 
. Знак потока меняется, если индекс проходит через значе-
ния s = 0 и -1, отвечающие степенным асимптотикам равновесного спек-
тра волн  равнN T    . Направлены ли потоки энергии и числа 
волн в одну сторону или противоположны, определяется расположением 
значений индексов распределений s0 и 1s  относительно указанных 
«критических» значений 0 и -1. Как правило, потоки могут быть направ-
лены только в разные стороны, причем для   > 0 поток числа волн 
направлен в сторону длинных, а энергии  в сторону коротких волн. Для 
систем гидродинамического типа это отмечалось Захаровым и связано с 
«вымерзанием» взаимодействия при   , что приводит к значениям 
1s   . Аналогичный анализ для частиц, описываемых интегралом 
столкновений Больцмана, приводит к условиям  0 0sign signJ s  , 
1 1 0 1sign sign ; 1 2.J s s s    Особым является случай активацион-
ного закона дисперсии.  
Определение направления потока тесно связано с нормировкой 
турбулентных распределений, которые, как правило, не соответствуют 
конечным плотностям (числам частиц) или энергиям при растяжении 
инерционного интервала на всю полуось энергий (частот). Эти распреде-
ления допускают нормировку на поток по спектру, если на них сходятся 
сами интегралы столкновений (т. е. выполнено условие локальности). 
Прямые вычисления в простейших случаях (например, для акустиче-
ской турбулентности [23], для капиллярных волн на мелкой воде и др.) 
подтверждают, что безразмерный нормировочный коэффициент — по-
рядка единицы. Для кулоновского спектра частиц с потоком энергии он 
обратно пропорционален кулоновскому логарифму [42, 43]. 
 
 
 
 
Долгое время считалось, что после своего образования в результате 
развития гравитационной неустойчивости (из газового протогалактиче-
ского облака) галактики эволюционируют сугубо индивидуально. 
Наблюдательные данные последних трех десятилетий, в особенности 
данные космического телескопа Хаббла и крупнейших наземных теле-
скопов, дают убедительные доказательства определяющей роли слияний 
 1 1 1 0 1sign sign 1 ; 1 3J s s s s   
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в космогонии галактик. Выход обзоров Кенникута, Швейцера и Барнса 
[44], посвященных взаимодействию и слиянию галактик и вызванному 
им индуцированному звездообразованию (около 1000 ссылок и более 
200 иллюстраций!), позволяет опустить описание соответствующей биб-
лиографии и наблюдательных аргументов в пользу слияний. 
Корреляция между активностью галактик и их взаимодействием 
и слияниями также является сейчас уже хорошо установленным 
наблюдательным фактом [4547]. Малая концентрация квазаров 
и радиогалактик позволяет возникать им даже за счет очень редких 
соударений или слияний. Активные галактики могут играть роль 
удобного маркера при исследовании вопроса о слияниях. Примером может 
служить обрыв в распределении квазаров при красных смещениях  
zcr23, который может означать момент «сборки» массивных галактик из 
менее массивных блоков9, соответствующий «взрывной» эволюции, свойст-
венной процессу слияния галактик (см. ниже).  
 
 
 
Поскольку за неупругость столкновения, приводящую к слиянию, от-
ветственны быстро убывающие приливные силы в бесстолкновительной 
звездной подсистеме галактик, для слияния необходимо их тесное сбли-
жение (вплоть до перекрытия). При большой относительной скорости га-
лактики пройдут друг сквозь друга даже при полном пересечении. Сечение 
слияний используем в виде      
2
1 2 1R R       , где 
2 2
gV V   
параметр фокусировки, а функция   1    при   ;   0    
при 0   и зависит от модели слияния. Простейший вариант критерия 
слияния: минимальное расстояние между сталкивающимися галактиками 
меньше суммы их радиусов (R1 + R2), а относительная скорость на бесконеч-
ности меньше скорости убегания gV . Это приводит к следующему выраже-
нию (выписываем только зависимости от масс) для коэффициента коагуля-
ции U v , где черта означает усреднение по скоростям галактик:  
 
    
   
1 1 2 1 2
2
2 1 2
, большие массы
. малые массы
c M M M M
U
c M M
 

  
 

 
 
(5.1) 
 
Здесь радиус галактики R связан с еë массой М соотношением R CM   
( 1 3   соответствует постоянной плотности, 1 2    наблюдаемым 
                                                     
9
 Обнаружение в сверхглубоком поле Хаббла древних и в то же время массивных галактик 
может внести изменения в этот сценарий. 
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законам ФабераДжексона и ТаллиФишера). Для функции   1 2,U M M  
удобно ввести ее степень однородности u и показатели и1,2, описывающие ее 
асимптотики при сильно отличающихся массах: 1 21 2
u u
U M M , 1 2M M , 
1 2u u u  . Очевидно, что для (12.1) 1 0u  , а 2 2u u    для bM M  
и 1   для bM M  , где  bM  разделяет области больших и малых масс. 
Заметим, что именно параметры и1,2 (т. е. асимптотики U) определяют 
асимптотики источника в уравнении для функции светимости (ФС) 
квазаров (см. ссылки в [47]). Поскольку скрытая масса (темное вещество) 
также бесстолкновительна, в простейших схемах, по-видимому, можно не 
отделять темную материю от светящейся, если считать гало индиви-
дуализированными для галактик.  
 
 
 
Если массивные галактики преимущественно образуются в резуль-
тате слияния менее массивных, то этот процесс отражает их распре-
деление по массам [48]  функция масс (ФМ). Вычислить такую функ-
цию можно, например, если ограничиться парными слияниями, решив 
описывающее еѐ уравнение Смолуховского (УС): 
 
 
 1 2 12 1 2
,
M
f M t
dM dM U f f cycle bicycle
t


  
 
. (5.2) 
 
Здесь  1 1,f f M t и т. д.,  1 2M M M M       дираковская  
 -функция, выражающая закон сохранения массы при слияниях, 12U   
коэффициент коагуляции (5.1). В случае обобщенного уравнения 
Смолуховского (см. ниже) мы будем считать выполняющимся также закон 
сохранения углового момента. Законы эти отнюдь не очевидны, но 
с удовлетворительной точностью подтверждаются численными экспе-
риментами. Выход за эти рамки, как и за рамки кинетического уравнения, 
требует использования значительно более изощренного математического 
аппарата, который применительно к интересующему нас кругу задач еще 
только развивается (ср. [49]). В то же время, как известно, кинетические 
уравнения хорошо описывают ситуацию и шире формальных рамок 
применимости. Отметим, что между подходом Пресса и Шехтера [50], 
использующим ренормгрупповую перенормировку масштаба, и кинети-
ческим подходом также имеется связь. С точки зрения кинетики, в этом 
подходе описывается результат многих слияний ближайших соседей 
с вероятностью, не зависящей от масс. 
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В случае галактик весьма существенной оказывается зависимость U 
от масс (5.1), которая приводит, в частности, к взрывной эволюции ФМ. 
Стокмайером было открыто применительно к полимеризации, а затем 
последовательно переоткрывалось в других областях физики [5157] 
необычное поведение решения уравнения Смолуховского при u >1. В этом 
случае в системе происходит нечто близкое к фазовому переходу: за 
конечное время  crt устанавливается квазистепенное распределение 
M   вплоть до формально бесконечных масс («взрывная» эволюция). 
Достаточно подробное исследование взрывной эволюции в связи 
с образованием центральных массивных cD-галактик в группах, эпохой 
рождения квазаров, эффектом БутчераЭмлера «покраснения» галактик 
на определенных красных смещениях и т.п. было проведено в работах 
римской и харьковской групп [5863]. В системе No галактик с массами
0M  это время равно  0 0cr u ut c N M , где соответственно
0.002, 0.26, 0.1u   для 2, 4 3, 3 2u  . Появление при этом 
относительно крутой промежуточной асимптотики ( 2  ) легко может 
быть понято из следующих аргументов. Оба полученные численно 
значения для индексов (  ~ 1.9 для u = 4/3 и  ~ 2.1 для u = 3/2) 
находятся между (и + 2)/2 и (и + 3)/2. ФМ с   = (и + 3)/2 соответствует 
постоянному потоку массы вдоль спектра масс до бесконечности, то есть 
к cD-галактике в нашем случае (решения с постоянным потоком 
сохраняющейся величины аналогичны колмогоровским спектрам 
в теории слабой турбулентности). Однако, благодаря нелокальности 
распределений с 1u   (расходимость интеграла в уравнении Смолу-
ховского на степенном распределении) такое решение не реализуется 
точно в обоих наших случаях. Нелокальность приводит к существенной 
роли взаимодействий между галактиками малых и больших масс. При 
этом число массивных галактик приблизительно сохраняется, 
и постоянный поток их числа по спектру соответствует ФМ с  = (и + 2) /2. 
В итоге индекс спектра ФМ (как можно видеть из численного решения 
уравнения Смолуховского) расположен между этими значениями:  
1.67 <    1.9 < 2.17 (и = 4/3), 1.75 <     2.1 < 2.25 (и = 3/2) и весьма 
близок к их среднему арифметическому. Мы ограничились здесь 
обсуждением случая больших масс. При малых массах 2u   и нело-
кальность еще существенней. В этом случае естественной является 
попытка перехода к дифференциальному уравнению от интегрального, 
что было предпринято в [59] и [62] (см. также Приложение 3). 
Интерес к распределению галактик по моментам определяется 
формированием различных морфологических типов при слияниях, но 
этим не ограничивается: слияния приводят к возникновению активности 
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галактических ядер. Один из способов описания этого грандиозного  
феномена, включающего ультраяркие ИК галактики, радиогалактики 
и квазары, состоит в учете компенсации момента при слиянии  
(см.[58, 6470]). Найти распределение по массам и моментам f(M, S), уста-
навливающееся в результате слияний галактик, можно, решив обобщен-
ное уравнение Смолуховского для f(M, S) [5863]. Аналитически это воз-
можно сделать лишь при весьма упрощающих допущениях. В частности, 
в т. н. анизотропной модели распределение f(M, S) факторизовано и имеет 
вид произведения ФМ на острую функцию от моментов. Отказавшись от 
упрощений, приходится прибегать к численным методам, в частности, 
к моделированию с помощью метода Монте-Карло [75]. Оказывается, что 
в системе сливающихся галактик происходит аналог кинетического фазо-
вого перехода Стокмайера. Система разделяется на две фазы: гигантскую 
галактику, в которой заключена макроскопическая часть массы  и много 
мелких галактик. Возникающую гигантскую галактику можно отожде-
ствить с реальными cD-галактиками в центрах групп и скоплений. Среди 
мелких большинство составляют галактики, ни разу не испытавшие слия-
ния. ФМ, полученная в результате численного моделирования (рис. 2), 
находится в хорошем согласии с функцией, полученной прямым решени-
ем уравнения Смолуховского [5163, 7176]. Вследствие значительного 
вклада слияний между относительно небольшим числом появляющихся 
массивных галактик и маломассивными галактиками, время crt , соответ-
ствующее «фазовому переходу», существенно меньше характерного вре-
мени  
1
Vn

, где   сечение слияния для типичных галактик, n  их 
концентрация, а V  средняя скорость. Этот процесс можно сопоставить 
также наблюдаемому укручению ФМ галактик на ее легком конце [62]. 
При 2   основная барионная масса Вселенной может быть сосредоточе-
на в «невидимых» маломассивных галактиках. 
 
Рис. 2. Эволюция распределения галактик по массам М и (безразмерным)  
моментам   за счет слияний (расчет методом Монте-Карло): 1 начальное  
распределение маломассивных галактик; 2 степенной «хвост»,  формируемый 
слияниями; 3  возникающая популяция самых массивных сD-галактик 
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Хотя идея взаимодействия, а тем более слияния галактик как  
одного из основных факторов их эволюции, наталкивалась на много-
численные возражения, за последние годы произошло изменение во 
взглядах значительного числа исследователей на происхождение ак-
тивных галактических ядер (АГЯ). Ответственность за активность 
возлагается на слияния галактик. Согласно практически общеприня-
тым представлениям, АГЯ представляют собой весьма сложно устро-
енную аккрецирующую систему вокруг сверхмассивной черной дыры, 
находящейся в центре хозяйской галактики [27] (упомянем аккреци-
онный диск, затеняющий тор или толстый диск, по оси которого 
направлен радиовыброс в случае радиогромких объектов, систему 
быстролетящих облаков, формирующих широкие, а на больших рас-
стояниях  уже за тором  узкие оптические эмиссионные линии, 
и т.п.). Хотя в силу чрезвычайной эффективности энерговыделения 
при аккреции для питания большинства активных галактических 
ядер достаточно «внутренних ресурсов», они, по не вполне понятным 
причинам, не обеспечивают необходимую поставку топлива. Данные 
последних трех декад, в особенности данные космического телескопа 
Хаббла, убедительно свидетельствуют в пользу того, что взаимодей-
ствие галактик и, в первую очередь, их слияния (это непосредственно 
подтверждается наблюдением хозяйских галактик ближайших кваза-
ров) ответственны за феномен активности, поставляя необходимое для 
аккреции вещество. Процесс слияний может носить взрывной харак-
тер (см. выше), и «эпоха квазаров» может соответствовать эпохе «сбор-
ки» массивных галактик из строительных блоков путем «сильных» 
слияний (major mergers) с галактикой сравнимой массы. Подобная 
«сборка» галактик позволяет объяснить как быстрое убывание числа 
квазаров от прошлого к настоящему, так и известный обрыв в их рас-
пределении на больших красных смещениях, сделать выводы о виде 
и эволюции их функции светимости [9, 2527] и т.п. Радиогромкие 
квазары в модели слияний естественно связываются с вращением 
черной дыры, которое инициируется либо недавним «сильным» слия-
нием, либо относительно небольшим количеством «слабых» слияний 
массивной галактики с карликами. Местонахождение удаленных ква-
заров в скоплениях, а более близких в группах, способствует слияни-
ям. Наиболее экзотический обсуждаемый вариант модели  возмож-
ность слияния галактики (или облака межгалактической среды) 
с «голой» массивной черной дырой [77]. 
В модели слияний характерная масса галактик со временем растет, 
а светимость квазаров после эпохи их образования, как известно из 
наблюдений, падает. Таким образом, простая космологическая эволюция 
ФМ не может быть причиной этого падения. Одно из возможных объясне-
ний уменьшения светимости квазаров заключается в космологической 
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эволюции доли вещества  , реально попадающего в центр при слияниях 
[60]. Уменьшение   на космологических временах можно связать 
с уменьшением содержания газа в галактиках. Действительно, при слия-
нии в центр попадает, в основном, газ, а за счет интенсивного звездообра-
зования при каждом слиянии его доля, естественно, должна уменьшаться, 
как это и наблюдается. Влияет также эволюция контраста плотности га-
лактик. При этом для не эволюционирующей ФМ доля вещества, попав-
шего в центр, изменяется с  ~ 0.12-0.3 при z ~ 2 до  ~ 0.025-0.043 при 
z ~ 0.5, а средний контраст плотности в местах образования квазаров  
от ~ 1.4-2.4 при  z ~ 2 до ~ 4.5-7.2 при z ~ 0.5  (в случае эволюции ФМ 
и учета эддингтоновского ограничения светимости параметр   и контраст 
плотности могут быть еще выше). Таким образом, рассматриваемая  
модель может описать наблюдаемую эволюцию квазаров. 
Галактики в обсуждаемой схеме являются носителями массы 
и момента. Возможно сопоставление различным хаббловским морфологи-
ческим типам (через эффективный момент ( )M
eff
S , см. [5157, 74, 75]). 
Эллиптические галактики с этой точки зрения принципиально не отли-
чаются от спиралей. Суммарная ФМ получается близкой к шехтеровской 
*/
( ) e M MM Mf   [46] (см. также Приложение 3), но ФМ для различных 
морфологических типов ( )( , )eff MM Sf  от нее отличаются. 
 
 
 
 
Многие статистические закономерности в природе, приводящие 
к степенным распределениям, могут быть получены из простейшего пред-
положения  о малости времен корреляции случайных  сил в уравнениях 
Ньютона /dp dt f . Тогда эти силы можно считать  -коррелиро-
ванными: ( ) ( ) ( )f t f t G      , 
2
0G   , где 
2  дисперсия слу-
чайных сил, 0  малое время корреляции. Рассматриваемый процесс ста-
ционарен и характеризуется структурной функцией, получаемой интег-
рированием уравнений Ньютона: 
2( ) [ ( ) ( )] 2D p t p t G      , что 
означает диффузию «частиц» в пространстве импульсов. В серии работ 
Г. С. Голицына [78] показано, что уже одно это допущение, при разном 
физическом смысле как «сил», так и «частиц», позволяет объяснить многие 
наблюдаемые статистические закономерности: от турбулентных законов 
распределения энергии волн, структуры рельефа поверхности планет, ча-
стоты повторяемости землетрясений  до спектра космических лучей [79]. 
Дельта-корреляции сил соответствует постоянный по спектру частотный 
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спектр10  белый шум вида ( )fE   , структурной функции импульсов 
[80]  красный шум вида 2( )pE  
 , от которого, используя «законы 
дисперсии» для «квазичастиц», можно переходить к энергиям, волновым 
числам, масштабам [78], а также оценивать закономерности потока собы-
тий и соотношения типа частота события – размер (в обычном простран-
стве либо в пространстве параметров). Для кумулятивной частоты собы-
тий ( ) 1/ ( )N E E   , следствием белого шума для корреляционной 
функции сил является зависимость  ( ) /N E E  , объясняющая многие 
эмпирические зависимости частота-размер вида ( )
aN E E  : цунами 
( )N h , h  высота, a=1.01; оползни ( )N m , m  масса грунта,  
а=0.95-1.1; озера ( )N S , S  площадь озера, а=0.93-0.95 и т.п. [78]. 
В случае космических лучей основой рассмотрения остается клас-
сический механизм Ферми ускорения на системе ударных волн и эмпи-
рический факт постоянства пространственной плотности космических 
лучей в интервале энергий 103.106 Гэв, что приводит автора к показа-
телю степени дифференциального энергетического спектра –8/3–2.67 
[78] при эмпирическом значении –2.7 [80]. Отметим, что отличные физи-
ческие механизмы могут также приводить к индексам, близким 
к наблюдаемым значениям. Так, ускорение частиц при разрыве пере-
мычек в плазменном пинче приводит к показателю спектра вида 
(1 3) 2.73    [81]. С другой стороны, индивидуальные особенности 
процессов ускорения в местах формирования спектров накладывают  
«отпечатки пальцев», приводящие, в частности, к отличию степенных 
спектров отдельных космических радиоисточников.  
В возможностях обсуждаемого статистического подхода есть суще-
ственное отличие от метода, опирающегося на кинетическое уравнение. 
Чисто степенные зависимости в корреляционных и структурных функ-
циях должны приводить к расходимостям в коэффициентах диффузии. 
В случае поисков точных решений кинетического уравнения имеется 
возможность проверить сходимость интеграла столкновений на полу-
ченных решениях. Такая сходимость, несмотря на степенной характер 
решения, является результатом компенсаций различных слагаемых 
в асимптотиках нелинейных интегралов столкновений. В случае расхо-
димости, т.н. «нелокальности» решений, преобладают взаимодействия 
квазичастиц разных масштабов, что может быть корректно учтено пере-
ходом к дифференциальному описанию, построенному на переразложе-
ниях кинетического уравнения [28]. Расходимость коэффициентов диф-
                                                     
10
 Для колмогоровской турбулентности   соответствует потоку энергии по спектру. Струк-
турные функции, введенные А. Н. Колмогоровым, заменяют корреляционные функции для 
процессов со стационарными случайными приращениями разных порядков. 
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фузии может означать уместность обращения к негауссовым статисти-
кам Леви и дробным производным (см., например, [82, 83]). 
Интерпретация степенных спектров и изломов в них оказывается 
плодотворной в самых различных областях, например, указывая на ме-
ханизмы излучения радиопульсаров [84], рентгеновских пульсаров [85] 
или определения физических параметров радиогалактик и квазаров 
[86], и т.п.  
 
 
 
 
Как было показано выше, важный класс существенно неравновес-
ных распределений может быть получен как точное решение КУ, обра-
щающее в нуль ИС ст{ }I N . Это  стационарные распределения с пото-
ком по спектру турбулентности при удаленных (в k-пространстве) источ-
нике и стоке волн. Решить нелинейное относительно распределения Nk  
интегральное уравнение ст{ } 0I N   удается благодаря использованию 
его свойств симметрии, позволяющих (в частных случаях) факторизовать 
подынтегральное выражение в Iст. Преобразования в пространстве  
частот, т.е. для изотропных распределений, были найдены Захаровым 
[22], преобразования в k-пространстве  в работах Каца и автора [24].  
Покажем, что упомянутые преобpазования формируют группу, 
а смысл факторизации Iст  состоит в проектировании подынтегрального 
выражения на ее неприводимое единичное представление, по которому 
преобразуются инварианты группы (см. [89]), благодаpя чему решение 
интегрального уравнения сводится к решению функционального урав-
нения, состоящего в равенстве нулю этой пpоекции. 
Рассмотрим вначале нераспадный случай, к которому относится 
ленгмюровская турбулентность. При этом 
 
ст 1 2 3,k k k kI d w f d d d d     k k k  (П1.1) 
 
вероятность рассеяния плазмонов (зависимость от аргументов теперь 
существенна) 
 
   
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3k kk k k
w w U             
kk k k
k k k k  
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содержит закон сохранения энергии (из которого активационная частота 
выпадает) и импульса, а вид функции  
 
1 2 3
1 2 3 2 3 1 2 1 3k kk k k
f f N N N NN N NN N NN N      
 
учитывает сохранение числа волн при рассеянии. Закон сохранения им-
пульса удобно изобразить в виде четырехугольника (вообще говоря, про-
странственного), см. рис. 3а. Преобразования подобия этой фигуры при 
фиксированной стороне k образуют группу симметрии интеграла столкно-
вений в изотропной среде, если выполнены условия «автомодeльности» 
n
k kw w  , k k

   . Определяя операции iG , относительно кото-
рых инвариантна приведенная вероятность перехода   41 2 3
n
kw kk k k w

  
согласно  1,2,3i iG i k k , получаем таблицу умножения 
 
1 2 3
1 3 2
2 3 1
3 2 1
E G G G
G E G G
G G G E
G G E G
 
1 ,
,
,
i i
i i
n
Gk k Gk k
G g
k k
w w w w





  ,
 
 
 
 
(П1.2) 
 
где ig   повороты, i    растяжения. Группа G изоморфна 4C   (учет инва-
риантности относительно перестановки  2 3k k  приводит к группе 4D ). 
Легко получить ее расширение, включая операции отражения в плоскости, 
содержащей вектор k , и вращения вокруг k (в трехмерном cлyчae). Исполь-
зуя преобразования (П1.2), спроектируем подынтегральное выражение на 
единичное представление (d  размерность k-пространства): 
 
 
3
1
1
, 4
4 i
r
coll k k k i G k
i
I d w f k k f r n d

 
    
 
 . 
 
(П1.3) 
 
Решением интегрального уравнения   0collI N   таким образом 
являются решения функционального уравнения: 
 
 
3
1
0
i
r r
k i G k
i
N k f k f  

    
 
(П1.4) 
 
при выполнении законов сохранения. Для изотропных распределений 
 
   1 2 3, ~ , 3s kN N f r S                    
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и из (П1.4) следуют решения, отвечающие постоянству потока частиц
0 3S r    и энергии  1 1 3 3S r    . Из (П1.4) следуют и те реше-
ния, в которых возникает малый дрейф (появление потока импульса 
и т.п., см. [17, 24]).  
 
Рис. 3. Фигуры, переходящие друг в друга под действием преобразований  
симметрии: а) нераспадный спектр, б) распадный спектр,  
в) индуцированное рассеяние 
 
В двyмepном cлyчae, например, для поверхностных волн или для 
поперечных H движений в замагниченной плазме, можно ввести ком-
плексное предстaвление векторов zk , i izk , и преобразования 
группы сводятся к инверсии  Imz=0i iG z z  [90]. В этом виде они 
непосредственно обобщают преобразования [22]. Для pacпадныx процес-
сов, где группу симметрии интеграла столкновений 
 
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1
coll k k k k k k k k k k k k k k kk k kk
I d w f w f w f    
  , 
1 2kd d d  k k , 
 
(П1.5) 
 
при    
1 2 2 1 1 2
1 2 1 2k k k k k k k k k
w w U          k k k  образуют пре-
образования  E, G1 , G2  (рис. 3б) подобия треугольника, выражающего 
законы сохранения, она изоморфна D3. При этом 
1 2 1 2kf N N NN NN    
проектируется на неприводимое представление, по которому преобразу-
ется приведенная вероятность   31 2
n
k kw kk k w

 , что, аналогично пре-
дыдущему, приводит к уравнению 
 
   
1 21 2
0 3r r rk G k G kN k f k f k f r n d
        . (П1.6) 
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Подобным обpазом находятся группы симметрии кинетических 
уравнений, описывающих взаимодействие волн с частицами. Так, при 
индvциpoванном рассеянии плазмонов на ионах преобразовавия: подо-
бия четырехугольника     k p k p  (рис. 3в) kG  k k , pG  p p  поз-
воляют факторизовать плазмонный и ионный интегралы столкновений 
[91]. Обе гpyппы изоморфны 2 2( )C D . Наконец, интеграл столкновений 
Бoльцмaнa (или ЛенардаБалеску), описывающий парные взаимодей-
ствия частиц, обладает гpyппой симметрии 4 4( )C D , еcли вероятность 
рассеяния обладает свойством однородности ~p
nw p . Эта группа при-
водит к уравнению (П1.4) с 2 3 1f N N NN  . Наличие указанной сим-
метрии позволило найти в [25, 92] распределение частиц с потоками по 
спектру. Как отмечалось в работе [92], свойства плазмы с таким распре-
делением частиц (чувствительные к наличию хвостовых частиц) должны 
существенно отличаться от равновесных. Вводя показатель однородности 
функции   ~ lf N N , приведем выражение для изотропных степенных 
распределений, пригодное как для волн [24] ( 1,l j j   число взаимо-
действующих волн), так и для частиц [33] ( 2l  ): 
 
  01
1 1
1 0 1, , , 1
ssl l
k k k kN P S r l N Q S r l S l             . 
(П1.7) 
 
Здесь r n jd   для волн и 4n d  для частиц, P и Q соответ-
ственно потоки энергии и числа волн (частиц). Второе из распределений 
в (П1.7), отвечающее постоянству потока частиц, существует лишь для 
процессов рассеяния, когда число частиц (волн) является интегpaлом 
движения. 
В важном вырожденном случае закона дисперсии, близкого к ли-
нейному, также возможно ввести преобразования симметрии, включаю-
щие в этом случае и растяжения углов в k-пространстве [15, 96]. Суще-
ственно также, что это вырождение сказывается и на величине вероят-
ностей [19]. 
 
 
 
Нераспадный закон дисперсии поверхностных гравитационных 
волн (
k gk  ,    частота, k  волновой вектор в плоскости раздела, 
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k  k , g   ускорение свободного падения) запрещает процессы распада 
(и слияния) волн, и в теории слабой турбулентности (СТ) (см. [I]) глав-
ным процессом становится рассеяние с сохранением энергии, импульса 
и «числа волн». Благодаря относительной локализации и разнесенности 
источников возбуждаемых ветром волн ( ~k k ) и их стоков естественно 
считать, отвлекаясь от анизотропии, что от источника вверх по спектру 
направлен поток энергии (распределение ЗахароваФилоненко (ЗФ) [7]) 
 
1
43
1kN c P k
 , (П2.1) 
 
вниз по спектру направлен поток числа волн  (соответствующее распре-
деление получается заменой kP Q  и 0c c  в (П2.1), но может 
быть получено и как точное решение кинетического уравнения [8]11). Мы 
будем интересоваться потоком вверх по спектру и, соответственно, корот-
коволновой частью волнения, где следует ожидать нарушения условия 
слабой турбулентности (относительной малости потока): 
 
3 1kQ V , (П2.2) 
 
где 
k kV k g k    фазовая скорость волн. При нарушении (П2.2) 
нелинейный сдвиг частоты k   и нелинейное затухание k   уже не 
малы по сравнению с частотой k . В слабо турбулентной области сдвиг 
k , обобщающий известный стоксов сдвиг, определяется спектром вол-
нения  Nk  и полудиагональным элементом гамильтоновой матрицы, 
описывающим четверные  взаимодействия волн   
4
V V
1 1 1kk kk kk
, ответ-
ственным за вклад волны  1k    в (средний) частотный сдвиг волны  k : 
 
 
11k k
d V N   1
4
kkk . (П2.3) 
 
Тильда над 
 4
V  означает, что наряду с процессами рассеяния необходи-
мо учитывать (во втором порядке теории возмущений) тройные процес-
сы, определяемые матричным элементом  
 3
V . Плотность «числа волн» 
Nk  (волнового действия) пропорциональна Фурье-компоненте корреля-
тора одновременных возвышений поверхности, а плотность энергии в 
интервале  dk   в гармоническом приближении есть Nk k . 
                                                     
11
 На обратное направление потока в этом распределении было указано В. Е. Захаровым. 
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В интересующей нас области  4 3~V k
kk
и  
   
34 2~V kq
kq
 при k q . 
Чисто четверные процессы согласно (П2.3) дают 
3
2~k k , так как ос-
новной вклад в интеграл (П2.3) дает нижний предел. Результат сущест-
венно изменяется при учете тройных процессов: главные асимптотики 
 4
V
kq
 при 0q  взаимно погашаются, и получаем  4 2~V kq
kq
 [8], что  
дает k k  : 
 
1
3
k CP k  . (П2.4) 
 
В обоих случаях видна та же тенденция: сдвиг частоты растет  
с ростом  k  и при 
2
2 3k k C qP
  , где 
k k
   ,  превышает k . При 
этом закон дисперсии становится распадным, что усиливает взаимодей-
ствие. Первая часть (П2.4) ввиду расходимости (П2.3) содержит большой 
(логарифмический для спектра (П2.1)) множитель 1C , вообще говоря, 
слабо зависящий от k . Благодаря этому при 
1
3
k kv k CP    воз-
можно появление малого параметра k k , где 
3 1kP v . Область 
k k  является сильно турбулентной. Вне области слабой турбулентно-
сти используем графическую технику Уальда (см. [29, 80]), в которой  
система связанных уравнений для функции Грина G  и коррелятора  N  
аналогична уравнениям Дайсона: 
 
21 1
0 ,G G N G
     . (П2.5) 
 
Здесь 
1
0
L
k kG i  
    , i     k k , N N  k ,  
kN d N   k , G G  k   индексы ,k   опускаем. Собственная энер-
гия   и функция   выражаются бесконечными рядами, которые мож-
но частично отсуммировать, перейдя к точным гриновским функциям G  
и вводя перенормированные вершины. Таких вершин возникает не-
сколько типов  как для тройных, так и для четверных процессов. Имея 
в виду в дальнейшем скейлинговую область [93], не будем для краткости 
их различать. Символические выражения для   и   имеют вид 
 
  =   ,     
 
   =   , 
(П2.6) 
 
(П2.6) 
В. М. Конторович. Часть ІIІ. Линейные и нелинейные волны. …             111 
 
а уравнения для вершин    3   и □ 4   содержат бесконечные ряды 
 
, 
 
. 
(П2.7) 
(П2.7) 
Здесь сплошной линии соответствует  G , волнистой  N , точки  
затравочные вершины  
 3
V   и  
 4
V . В области СТ роль малого парамет-
ра играет величина 24 GNk   , вершины можно заменить затравочны-
ми 
 3
03 3 V   и  
 4
04 4 V  , функция Грина 0G G , а из урав-
нений (П2.5,6) следует обычное кинетическое уравнение. Учет нелиней-
ного сдвига частоты, обсуждавшийся выше, соответствует тому, что e   
велика ( )ke    и в (П2.6,7) существенно отличие гриновской 
функции от затравочной. Такая процедура, однако, с необходимостью 
влечет перенормировку тройной вершины.  
Действительно, из (П2.7) следует 4 3 3G , в то  время как для не-
возмущенных вершин  0 0 0 04 3 3G . Переход от 0G  к G  непосредственно 
не отражается на четверной вершине, не зависящей от частоты k , 
и можно положить 04 4 , а тройная вершина вынуждена к ней подстраи-
ваться. При этом сохраняется условие компенсации, приводящей к линей-
ной дисперсии (П2.4). Этот результат имеет более общий смысл и связан 
с условием скейлинга [93]  (см. ниже). Для справедливости кинетического 
уравнения с модифицированным законом дисперсии необходимо 
k k   . Для тройных процессов 
  13 3~k kJ , а в силу сходимости инте-
грала не содержит большого множителя. Поэтому 
 3
k k  . Однако 
 4
k   уже расходится. Поэтому как k , так и k   необходимо искать са-
мосогласованно из (П2.5,6). А именно, необходимо учесть вклад k , что 
приводит к оценке 
 4
~ ~k k k   . Этот результат означает, что если 
e   является однородной функцией   и k  ~ k  , то m     
будет иметь ту же степень однородности. Последнее позволяет найти при 
этих условиях решение обобщенного кинетического уравнения (следствие 
уравнений Дайсона (П2.5)): 
* 0L N m mG    k . Учитывая одно-
родность полной гриновской функции при ~ ~k k k k
   , 
 
1
k kG i   

 
k
 и коррелятора 
2
k kN G N k k , можно из урав-
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нения 0L d N   kk   найти степенные решения для kN  (см. [19]). 
При этом для тройных процессов при 
1 2 1 2
,map p p pp pV V      , ,p  k
 
1
,p
   k   получим   ~
d ma
kN k
 
,  d   (=2 в нашем случае)  раз-
мерность k -пространства. Эту зависимость можно получить непосред-
ственно из условия постоянства потока ~ dk k kP N k  ,  2~ 3 dkG N k . 
Совместно с условием  ~ k
   это позволяет выразить индекс перенор-
мированной вершины 3m   и kN   через    : 3 2m  ,  
 
 2
~
d
kN k
 
. (П2.8) 
 
При согласованных вершинах 
4 32m m    и четверные процессы 
приводят к (П2.8). Отметим, что при  1   это решение дает спектр 
(П2.1), хотя теперь смысл «квазичастиц» совсем иной и кинетическое 
уравнение неприменимо, т.к. благодаря нелинейным взаимодействиям 
волн утрачена однозначная связь между    и  k , и нелинейное затуха-
ние становится того же порядка, что и частота. Отметим, что 1   соот-
ветствует индексу неперенормированной четверной вершины 
3 3m  . 
Вернемся к точным уравнениям (П2.5-7) и применим к ним идеи, 
разработанные в теории фазовых переходов [93] для ситуаций, в которых 
не существенны ни внешние, ни внутренние (микроскопические) масшта-
бы, что характерно и для турбулентности [82, 83]. Выписываем далее 
только размерности по k  и  . Условия, при которых все слагаемые 
в уравнениях, за исключением затравочных вершин одного порядка: 
 
23 4G  ,  4 1 1dGNk G    . (П2.9) 
 
Два соотношения для четырех величин 3,4,G и N позволяют 
накладывать два дополнительных условия. Если потребовать, чтобы 
0 03 3 , 4 4  , то придем к распределению Филлипса [94]  
5~k kN k , 
4~k kN k

. Поток энергии при этом непостоянен, что видно из его раз-
мерности (П4.9). Потребуем теперь, напротив, постоянства потока 
constP   в качестве условия, дополнительного к (П2.9). При этом оста-
ется один свободный параметр, в качестве которого можно принять ин-
декс четверной вершины. Если определить его условием 4=40, то для 
k k k      получаем линейный спектр (ср. (П2.4) и распределение 
(П2.1)). Существенно, однако, что частотный спектр при этом будет отли-
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чаться от соответствующего спектра ЗФ. Полученный результат согла-
суется с наблюдавшимся уширением волновых состояний и изменением 
дисперсии в коротковолновой области спектра развитого волнения [95]. 
Грубая оценка области перехода k k

 приводит к / 2 /k k  

  
, где 
    инкремент ветровой неустойчивости. По достижении порога Кель-
винаГельмгольца это отношение перестает быть малым. Это может 
означать необходимость включения взаимодействия с ветром, перестраи-
вающего спектр волн, в картину нелинейных взаимодействий. 
 
 
 
Современные исследования далеких галактик. Представления 
о «далеких галактиках» долгое время было весьма относительным. Сей-
час ситуация в корне отличается: наблюдения подводят нас к пределу, 
за которым галактик (и звезд) еще не существовало [98-100]. Для срав-
нения укажем, что Эдвин Хаббл в первой своей работе, где была уста-
новлена линейная связь скорости удаления галактики (и соответствен-
но, красного смещения12 спектральных линий) от расстояния до нашей 
Галактики  Млечного пути (закон Хаббла), использовал галактики из 
близкого скопления Дева с красными смещениями z <0,003. В следую-
щей работе Хаббл уже использовал галактики из более далекого скопле-
ния Волос Вероники, но красные смещения все еще были очень малы: 
z <0,006. Расстояния определялись по цефеидам, переменным звездам, 
у которых период осцилляций яркости связан с мощностью излучения, 
что позволяет ее определить по периоду, а сравнивая с измеренной  
яркостью, найти и расстояние до галактики. 
Современные методы накопления слабых сигналов от далеких га-
лактик позволили в глубоких «проколах» крупнейших телескопов за де-
сятки лет накопления достичь красных смещений, превышающих z =10. 
В сочетании с современными методами, такими как метод многоцветной 
                                                     
12
Напомним, что для относительно близких галактик z v/c 1  , где  «v»  относитель-
ная скорость галактики, а «c»  скорость света. Красное смещение вызвано эффектом До-
пплера при удалении от нас галактик, связанным с общим расширением Вселенной. При 
не малых z такой простой связи и столь простой интерпретации красного смещения не 
существует. Тем не менее, оно является надежной мерой удаленности от нас галактик как 
в пространстве, так и во времени. Самые далекие галактики наблюдаются на специальных 
участках неба (т.н. глубокие и сверхглубокие поля соответствующих телескопов *101+), 
в узких «проколах», где установлено отсутствие близких объектов. В дальнейшем мы бу-
дем ссылаться на почти 20-летние наблюдения Боуенса, Иллингворса и их коллег 
в сверхглубоком поле космического телескопа Хаббла *102, 103+. 
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фотометрии, использующей изменения спектра галактик за счет красно-
го смещения, при использовании гравлинзирования слабых далеких 
объектов это позволило вплоть до указанных предельных красных сме-
щений построить функции светимости, которые мы будем интерпретиро-
вать как функции масс (ФМ) в силу соотношения масса-светимость. Эво-
люция ФМ будет нами обсуждаться в рамках получившей к настоящему 
времени обширные подтверждения модели слияний.  
Слияния далеких галактик (Z ≈ 3) [104105], как действительно 
наблюдаемые явления, будут служить нам в качестве отправной точки 
для анализа эволюции функции масс галактик. 
Взрывная эволюция галактик при слияниях с малым приращени-
ем массы. Ниже рассмотрена взрывная эволюция галактик при слия-
ниях с малым приращением массы (minor mergers [106]) при наличии, 
кроме фона маломассивных галактик, также источника массивных га-
лактик, отделяющихся с течением времени от общего расширения 
[107108]. Возникающая при этом ФМ имеет степенную часть с индексом 
 , определяющим ее наклон, точно совпадающий при z = 0 с известным 
из наблюдений шехтеровским индексом131.25 .  
Рассмотрим решение кинетического уравнения Смолуховского 
(КУ) в дифференциальной форме, предполагая, что основной вклад про-
исходит от слияний маломассивных галактик с массивными с соответ-
ствующей этому вероятностью 1 2 1( , ) 0.5
uU M M CM для 2 1M M . 
Главный вклад в интеграл столкновений, следующий от малых масс по-
рядка M  и меньше, равен: 
         2 2 2, , , , ,uf M t C M f M t M t t dM M f M tt M 
 
  
       
= = , 
                 (П3.1) 
где   приблизительно равно полной массе маломассивных галактик. 
Переписывая (1) в виде 
         
   ,
, , , , , , ,
, ,
u u
u
F M t C M F M t M t F M t M f M t
t M
M t M M t
 
  
 
 
=
 
    (П3.2) 
и используя метод характеристик, получаем следующую систему обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ): 
 
u
dM dt C M  , dF dt .   (П3.3) 
 
Параметры C  и u , определяемые вероятностью слияний, считаем 
не зависящими от времени, тем самым предполагая достаточно быструю 
эволюцию взрывных решений КУ.  
                                                     
13
 Шехтеровский индекс   часто определяется со знаком, обратным выбранному нами. 
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Легко найти один из первых интегралов с помощью прямого инте-
грирования первого соотношения: 
        
1
0
, ,
1
u t
M t const
M
t a t C dt t
u
 

   

.        (П3.4) 
При 0  выражение для второго независимого интеграла систе-
мы должно быть получено из второго ОДУ. При этом M  понимается 
здесь как решение первого ОДУ (П3.3) и т.о. понимается здесь как зави-
сящая от времени. Именно, 
 ,M a t ,       
1
1
, 1
u
a t u a t 
   
 
,  (П3.5) 
где a  является постоянной интегрирования. Для того, чтобы решить это 
уравнение, мы должны указать вид источника  ,M t . Ограничим себя 
локализованным источником, т.е. положим       ,M t M M t t    , 
где  t  некоторая функция времени. Такое представление имитирует 
отделение массы  M t  от глобального расширения в момент времени t. 
Интегрируя теперь второе ОДУ (П3.3), получаем следующий независи-
мый первый интеграл системы ОДУ 
 ,( , ) M tF K a t b const   ,                (П3.6) 
где 
               
1
0
, , ,
n
t
n n
n t t
d
K a t dt a t M t t t t t a t M t
dt
   


              ,  
     (П3.7) 
а nt  обозначают корни уравнения 
   , 0a t M t   .       (П3.8) 
Используя начальное условие,  
   0, 0f M f M , 
находим решение КУ: 
     
 
     
1
1
1 11 1
0
,
,
.
, , ,
, ,
1
, 1 1 1 1
s in
u
u
s
u
u uu u
in
f M t f M t f M t
M
f M t M K t
u
f M t u M f M u M

 


  




 
   
            
  
 
(П3.9) 
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Для того, чтобы выписать индуцированный источником вклад в функ-
цию масс  ,sf M t , мы должны получить явное выражение для функ-
ции  ,K a t , ср. (П3.7), то есть найти соответствующие корни. В про-
стейшем случае 2u  ,  M t t A ,  t const     имеем 
   
1
,a t a C t

   , и уравнение для корней приобретает вид 
2
0C t at A    . Соответственно, вещественные корни существуют при 
условии 2cra a AC   , или в безразмерных переменных  T t C A  , 
cra a a , принимают вид 
2
1T a a    . Тогда индуцированный ис-
точником член в ФМ сводится к  
 
   
 
  
 
     
2
1 ,
, , , 1 ,
,2 , 1
u
s
A t M t
M f M t K t a M t T T M t
M T M ta M t
   
 

    

.  
(П3.10) 
 
Удобно ввести нормированную массу m , 2crm a M AC M   .  
Тогда   1, 2a M t T m   и становится очевидным, что мы приходим 
к взрывной эволюции ФМ: ФМ достигает области бесконечных масс за 
конечное время 2
cr
T T  , т.е.  cr CAt t   . Асимптотика точ-
ного решения с источником такого типа является степенной: в области 
 
1
max ( )1 1 2 tm T m

  мы получаем 
3/2( , )f M t M  . В общем 
случае 1u   мы также приходим к взрывной эволюции со степенной 
асимптотикой на больших массах ―M  ‖:  
 
( 1)/2
( , )
u
crf M t t M
   .  (П3.11) 
При расчете индекса однородности вероятности слияния u  мы ис-
пользуем законы ТаллиФишера и ФаберДжексона, связывающие мас-
су галактики и ее радиус. Для больших масс учитываем гравитационную 
фокусировку в сечении слияний (см. раздел 5.1). 
Наблюдаемый рост наклона ФМ при возрастании z  (до 2   
при 6z   [102-103]) может следовать из эволюционного изменения меха-
низма слияний. Действительно, наиболее крутой наклон ФМ может воз-
никать при эволюции начального распределения inf  (П3.9) с 2u    для 
больших значений z  и, соответственно, для относительно малых масс. 
При меньших z  и бóльших массах гравитационная фокусировка 
в сечении приводит к 1.5u   . Происходящий от источника член 
в ФМ (П3.9), sf , приводит к 1.5   для 2u   (малые массы) и 1.25   
для 1.5u   (большие массы, гравитационная фокусировка). Последнее 
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соответствует 0z   и совпадает с хорошо известным из наблюдений зна-
чением индекса Шехтера. 
Более детальное описание см. в [107]. 
 
 
 
Процесс слияния галактик благодаря их гравитационному взаимо-
действию носит «взрывной характер» в силу зависимости вероятности 
слияний от массы галактик такой, что вероятность слияния возрастает 
быстрее, чем первая степень массы. В результате возникает критический 
момент времени, который может соответствовать эпохе формирования 
массивных галактик (см. ссылки в [47]). Наблюдения слияний галактик 
при помощи гравлинз предоставляют большие возможности для апроба-
ции этого процесса. Малые слияния галактик могут объяснить наблю-
даемую в сверхглубоком поле Хаббла [103] эволюцию наклона ФС га-
лактик. В этом состоит основной конкретный результат  данной работы. 
В модели слияний галактик, построенной на основе кинетического 
уравнения Смолухов-ского, учитываются только процессы (парных) сли-
яний, т.е. процессы с участием трех «частиц». Получаемые решения поз-
воляют найти наклоны функции масс в широком диапазоне красных 
смещений, удовлетворительно объясняющие эволюцию наклонов ФМ 
сверхглубокого поля Хаббла вплоть до предельных красных смещений.  
Возникающая при этом «взрывная» эволюция приводит к неогра-
ниченному росту максимальной массы по мере приближения к моменту 
«взрыва» [107-108]. Как и в других аналогичных задачах конечные ре-
зультаты возникают при учете «четырехчастичных» процессов, вступаю-
щих в игру вблизи от особенности, и в нашем случае описывающих рас-
сеяние с передачей массы. При этом, в отличие от слияний, при которых 
масса может только увеличиваться, существенную роль начинает играть 
процесс разукрупнения  «даунсайзинг», при котором масса наибольших 
галактик может уменьшаться. Рассмотрены простейшие модельные схе-
мы, описывающие разукрупнение [109]. На этом пути дается объяснение 
наблюдаемому явлению «даунсайзинга», когда с течением времени воз-
растание характерной наибольшей массы сменяется ее убыванием. 
Пользуюсь случаем принести благодарность за многолетнее со-
трудничество и обсуждения затронутых в обзоре вопросов Александру 
Владимировичу Кацу.  
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зложены результаты исследований динамики заряженных 
частиц в электромагнитных полях. Динамика может быть 
как регулярной, так и хаотической.  Изложение результатов 
разбито на две части. В первой изложены наиболее важные 
результаты регулярной динамики частиц, во второй – хаотической 
динамики частиц. Перечислим наиболее интересные результаты. Бы-
ли получены общие выражения для импульса и координаты частицы 
в лабораторной системе отсчета. Эти выражения позволяют изучать 
проблему обмена энергией между электромагнитной волной и потоком 
заряженных частиц. Используя эти результаты, были предложены но-
вые схемы лазеров на свободных электронах, а также новые схемы 
ускорения заряженных частиц.  Во всех этих исследованиях суще-
ственным фактом было отсутствие ограничения на величину напря-
женности электромагнитных полей. Было показано, что силы трения 
(в том числе и силы радиационного трения), которые действуют на за-
ряженные частицы, могут не тормозить частицы, а способствовать их 
И 
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ускорению в поле, например, лазерного излучения. Найдены условия, 
когда силы трения тормозят частицы и когда они способствуют их 
ускорению. Наличие постоянного магнитного поля существенно обо-
гащает динамику частиц. При этом, если амплитуда волны оказыва-
ется достаточно маленькой или выполнены условия, близкие к усло-
виям авторезонанса, то динамика, в основном, определяется одним 
изолированным резонансом и регулярна. Построена самосогласован-
ная теория приборов, которые можно рассматривать как мазеры на 
циклотронных резонансах (МЦР). Если же амплитуды возбуждаемых 
волн становятся достаточно большими,  так что происходит перекры-
тие нелинейных циклотронных резонансов, то динамика частиц и воз-
буждаемых ими волн становится хаотической. Показано, что развитие 
динамического хаоса ограничивает уровень возбуждаемого в МЦР по-
ля. Эффективность таких приборов падает. Интересным результатом 
является результат исследования рассматриваемых систем в условиях, 
при которых нарушается теорема о непрерывной зависимости реше-
ний от параметров. В этих условиях можно провести эффективное 
разделение частиц, например, по их массам. Показано, что в условиях 
авторезонанса ширина нелинейного резонанса стремится к бесконеч-
ности. Однако расстояние между резонансами растет еще быстрее. 
В результате нелинейные резонансы не перекрываются, и режимы с 
динамическим хаосом не возникают. Для многих приложений это 
очень полезный результат. Однако оказалось, что в условиях авторе-
зонанса динамика частиц аномально чувствительна к флуктуациям. 
Наличие аддитивных флуктуаций ведет к супердиффузии, а мульти-
пликативные флуктуации ведут к флуктуационной неустойчивости. 
При этом высшие моменты  растут быстрее низших моментов. Показа-
но, что такие процессы не могут быть описаны традиционными кине-
тическими уравнениями. Надо использовать либо уравнения с дроб-
ными производными, либо пользоваться методом моментов. Хаотиче-
ская динамика частиц возникает и в том случае, когда частицы нахо-
дятся в поле нескольких волн. Обнаружено, что во всех схемах ЛСЭ и 
схемах ОЛСЭ развивается режим с динамическим хаосом. Это неже-
лательные режимы. Они ограничивают эффективность и ухудшают 
качество возбуждаемых полей (в ЛСЭ) и качество ускоряемых сгустков 
(в ОЛСЭ). Однако эти же режимы могут быть основой новых эффек-
тивных схем нагрева плазмы до термоядерных температур. В обзоре 
показано, что учет особых решений требует пересмотра основных па-
радигм динамического хаоса. Действительно,  учет таких решений 
приводит к возможности реализации режимов с нерегулярной дина-
микой в системах с одной степенью свободы и даже в динамических 
системах, которые полностью интегрируются. Особые решения необхо-
димо учитывать при исследовании  многих важных физических си-
стем. Многие линейные системы при преобразовании переменных 
превращаются в нелинейные. Наиболее известными примерами этому 
служат переходы от уравнений квантовой механики к уравнениям 
классической механики, а также переход от волновой оптики к гео-
метрической оптике. При этом в новых переменных могут реализо-
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ваться режимы с хаотической динамикой. В обзоре показано, что та-
кой путь может быть полезным во многих других случаях. В частнос-
ти, используя такой подход, удалось обнаружить новый механизм 
многофотонного возбуждения квантовых систем. Кроме того, исполь-
зуя такой подход, удалось показать, что практически любую регуляр-
ную функцию можно представить в виде комбинации функций с хао-
тическим поведением. 
 
 
Динамика заряженных частиц в электромагнитных полях волн 
умеренной интенсивности к настоящему времени практически хорошо 
изучена. При этом под умеренными полями мы понимаем поля, параметр 
силы которых достаточно мал ( 2/ /eE mc eE mc   , здесь E – напря-
женность электрического поля волны; –  частота волны, /c  ). Этот 
параметр можно интерпретировать как отношение энергии, которую ча-
стица приобретает на расстоянии, равном длине волны, к энергии покоя 
частицы.  
В настоящее время значительные успехи достигнуты в создании 
электромагнитных полей исключительно большой напряженности. Па-
раметр силы волны в таких полях  может  значительно превосходить 
единицу. Анализ динамики движения частиц при этом значительно за-
труднен, так как отсутствует малый параметр. Динамика частиц приоб-
ретает качественно новые характеристики. Наиболее существенные из-
менения обусловлены тем, что при увеличении напряженности поля ди-
намика частиц становится нерегулярной. Изложению результатов ис-
следований особенностей динамики частиц в полях большой напряжен-
ности и посвящен этот обзор. Следует только заметить, что многие каче-
ственные изменения динамики частиц возникают и в полях достаточно 
умеренной напряженности. Описание результатов исследований  таких 
изменений также содержится в этом обзоре.  
Первая глава посвящена описанию регулярной динамики частиц, 
вторая – хаотической. Прежде всего, было получено выражение для им-
пульса и координаты заряженной частицы, которая движется в вакууме 
в поле плоской электромагнитной волны. Известно, что решение такой 
задачи в системе отсчета, в которой частица в среднем покоится, содер-
жится в монографии Ландау [1]. Однако найденные там выражения 
практически нельзя использовать при исследовании динамики большого 
числа частиц (для каждой из них придется ввести свою систему отсчета). 
Поэтому в работе [2] были получены общие выражения для импульса 
и координаты частицы в лабораторной системе отсчета. Эти выражения 
позволяют анализировать процесс обмена энергией между электромаг-
нитной волной и потоком заряженных частиц. Используя эти результа-
ты, были предложены новые схемы лазеров на свободных электронах, 
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а также новые схемы ускорения заряженных частиц в вакууме. Важной 
особенностью этих схем является тот факт, что они малочувствительны 
к разбросу энергии частиц в потоке заряженных частиц. Кроме динами-
ки частиц в плоской электромагнитной волне была исследована дина-
мика частиц в поле волны с эллиптической поляризацией и в поле элек-
тромагнитного импульса [2-6]. Во всех этих исследованиях существен-
ным фактом было отсутствие ограничения на величину напряженности 
электромагнитных полей. При этом оказалось, что как только параметр 
силы электромагнитных волн оказывается большим единицы, то прояв-
ляется важная особенность динамики частиц в таких полях. А именно: 
продольное движение частиц (вдоль волнового вектора электромагнит-
ной волны) оказывается более существенным, чем поперечная динамика 
частиц. Отметим, что такая динамика непривычна для нашего восприя-
тия. Привычным был факт, что в поперечной электромагнитной волне 
основное движение частиц направлено поперек волнового вектора вол-
ны. Такое качественное изменение динамики частиц связано с тем фак-
том, что в полях большой напряженности основная динамика определя-
ется  нелинейными эффектами. Важным результатом исследований яв-
ляется доказательство, что силы трения [3-6], которые действуют на за-
ряженные частицы, могут не тормозить частицы, а способствовать их 
ускорению в поле, например, лазерного излучения. Показано, что при-
вычная, широко используемая схема определения максимальной энер-
гии частиц, может быть ошибочной. Эта схема заключается в анализе 
баланса сил ускорения и сил торможения (сил трения). В частности, ис-
пользуя эту схему, авторы работы [11] нашли, что силы радиационного 
трения при ускорении заряженных частиц полями лазерного излучения 
не позволяют ускорить электроны до энергий, больших 200 МэВ. Более 
тщательный анализ динамики частиц в лазерных полях и при наличии 
сил трения (в том числе и радиационного трения) показывает, что такого 
ограничения нет. Имеется две основные причины такого расхождения. 
Первая – наиболее важная – заключается в том, что силы трения меня-
ют фазовые соотношения между частицами и полями. Эти изменения 
могут быть таковыми, что способствуют ускорению частиц. Вторая за-
ключается в том, что при увеличении энергии заряженных частиц в поле 
лазерного излучения их траектории становятся более пологими, радиус 
кривизны таких траекторий увеличивается, и силы радиационного тре-
ния уменьшаются. При наличии постоянного однородного внешнего 
магнитного поля динамика частиц в поле лазерного излучения может 
существенно меняться. Эти изменения связаны, прежде всего, с возник-
новением резонансов (циклотронных резонансов) между волной и заря-
женными частицами. При этом, если амплитуда волны оказывается до-
статочно маленькой или выполнены условия, близкие к условиям авто-
резонанса, то динамика, в основном, определяется одним изолирован-
ным резонансом. Динамика частиц в этих условиях описана ниже в пер-
вой главе. Построена самосогласованная теория приборов, которые мож-
но рассматривать как мазеры на циклотронных резонансах (МЦР). При 
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этом, если выполняются условия приближения изолированного цикло-
тронного резонанса, то динамика возбуждаемых волн оказывается регу-
лярной. Регулярной оказывается и динамика частиц. Такая динамика 
изучена в разделах  1.3 и 1.5 первой главы. Если же амплитуды возбуж-
даемых волн становятся достаточно большими,  так что происходит пе-
рекрытие нелинейных циклотронных резонансов, то динамика частиц и 
возбуждаемых ими волн становится хаотической. Отметим, что рост воз-
буждаемого поля однозначно связан с ростом величины тока, который 
возбуждает поля. Переход в хаотический режим ухудшает эффектив-
ность возбуждения полей в таких приборах. Уровень возбуждаемого по-
ля не превышает уровень, который необходим для перекрытия нелиней-
ных резонансов. Хаотическая динамика волн и частиц при этом рассмот-
рена в разделах 2.2 и 2.3 второй главы. Интересным является результат 
исследования рассматриваемой системы в условиях, при которых нару-
шается теорема о непрерывной зависимости решений от параметров. 
В разделе 1.3 показано, что в этих условиях возможна качественно раз-
личная динамика частиц, параметры которых отличаются на незначи-
тельную величину. Например, если массы двух частиц не одинаковы 
(изотопы) и  практически не отличаются, то в сформулированных усло-
виях траектория их ведущих центров может двигаться в разных направ-
лениях. Такая схема была названа условно схемой сепаратора. Особен-
ности движения частиц в условиях авторезонанса описаны в разделах 
1.4 и 2.4. В разделе 1.4 показано, что в условиях авторезонанса нели-
нейные циклотронные резонансы не перекрываются. При этом ширина 
изолированного резонанса стремится к бесконечности, однако расстоя-
ние между нелинейными резонансами стремится к бесконечности быст-
рее. В результате нелинейные резонансы не перекрываются и режимы 
с динамическим хаосом не возникают. Для многих приложений это по-
лезный результат. Однако оказалось, что в условиях авторезонанса дви-
жение частиц аномально чувствительно к внешним флуктуациям. Адди-
тивные флуктуации ведут к супердиффузии, а мультипликативные – 
к развитию флуктуационной неустойчивости. Эти результаты описаны 
в разделе 2.4.  Эта особенность динамики частиц может объяснить извест-
ный факт, что попытки использовать условия авторезонанса для целей 
эффективного возбуждения колебаний оказались малоэффективными.  
Во второй главе исследуется хаотическая динамика.   Такая дина-
мика возникает в том случае, когда в вакууме с заряженными частица-
ми взаимодействует не одна электромагнитная волна, а несколько волн. 
Наиболее интересным при этом является тот факт, что в поле несколь-
ких волн для заряженной частицы возникают волны (комбинационные, 
виртуальные волны), с которыми частица может взаимодействовать 
в условиях черенковского резонанса. Примерами этому являются лазеры 
на свободных электронах (ЛСЭ), а также схемы обращенного ускорения 
заряженных частиц (обращенный лазер на свободных электронах  
(ОЛСЭ)). Эффективность всех этих схем (ЛСЭ и ОЛСЭ) растет с увели-
чением амплитуды взаимодействующих с частицами волн. Однако, как 
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показано в разделе 2.1, все такие схемы имеют область фазового про-
странства, в которой динамика частиц оказывается хаотической. При 
малых напряженностях полей эта область незначительна, однако при 
увеличении напряженности взаимодействующих волн эта область рас-
тет, и такие схемы возбуждения волн и ускорения частиц становятся ма-
лоэффективными. В этом случае такие режимы, безусловно, являются 
вредными режимами. С ними надо бороться. С другой стороны, режимы 
с хаотической динамикой, по-видимому, являются наиболее эффектив-
ными режимами для нагрева заряженных частиц. В разделе 2.1 показа-
но, что такие режимы могут быть эффективно использованы в схемах 
инерциального термоядерного синтеза. В разделе 2.2 аналитически 
определены напряженности полей, при которых перекрываются нели-
нейные циклотронные резонансы, а также численными методами изу-
чен стохастический режим приборов типа МЦР.  
Возможно, наиболее важным результатом, который описан во вто-
рой главе, является доказательство того факта, что парадигмы динами-
ческого хаоса должны быть пересмотрены. Напомним, что имеется три 
основные парадигмы динамического хаоса. Перечислим их: 1. Система 
должна иметь 1.5 или более степеней свободы. 2. Должна быть нелиней-
ной. 3. В системе должна развиваться локальная неустойчивость. Эти 
парадигмы, безусловно, справедливы, если на рассматриваемые дина-
мические системы наложены определенные условия. Наиболее важным 
из этих условий является исключение из рассмотрения особых решений. 
Напомним, что под особыми решениями понимают решения, в точках 
которого нарушается теорема единственности. Однако, как показано 
в этом обзоре, особые решения необходимо учитывать для адекватного 
описания динамики физических систем. Показано, что учет таких реше-
ний позволяет реализовывать режимы с динамическим хаосом  в систе-
мах с одной степенью свободы и даже в системах полностью интегрируе-
мых. При этом механизм возникновения непредсказуемости и необрати-
мости связан не с локальной неустойчивостью, а с тем фактом, что тра-
ектории изучаемой физической  системы могут проходить через точки 
особого решения либо в близкой окрестности к этим точкам. Поэтому ме-
ханизм больше напоминает бросание игральной кости с неограничен-
ным числом сторон в момент прохождения траектории через точки осо-
бых решений. Показано также, что при изучении линейных систем часто 
пользуются преобразованиями, которые переводят линейные системы 
в нелинейные системы. При этом в нелинейных системах возможны ре-
жимы с хаотической динамикой. Широко известными примерами таких 
переходов является переход от уравнений квантовой механики к урав-
нениям классической механики, а также переход от уравнений волновой 
оптики к уравнениям геометрической оптики. Ниже показано, что такие 
переходы могут быть распространенными и полезными.  
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В этой главе приведено строгое решение, описывающее в лабора-
торной системе динамику заряженных частиц в поле как быстрой, так 
и медленной поперечных электромагнитных волн с произвольной вели-
чиной напряженности поля.  
 
 
 
Взаимодействие поперечных электромагнитных волн с заряженны-
ми частицами является одним из фундаментальных процессов, который 
лежит в основе многих явлений, возникающих при взаимодействии излу-
чения с веществом. Изучению такого взаимодействия посвящено большое 
количество работ. Результаты этих исследований изложены в книгах, об-
зорах, монографиях (см., например, [1, 7–14] и цитируемую там литера-
туру). В настоящее время успехи физики лазеров позволяют возбуждать 
поля с большой напряженностью, у которых 1. Возможность использо-
вать интенсивные лазерные поля для ускорения заряженных частиц, 
в основном, стимулировала исследование динамики частиц в поле лазер-
ного излучения. Такие исследования начались сразу же после появления 
лазеров. Первой в этом направлении была, по-видимому, работа [10], 
а одними из последних – [13–14, 68–69]. Используя уравнение Гамильто-
на–Якоби аналогично тому, как это сделано в [1], можно найти строгие 
решения в любой системе координат, в том числе и в лабораторной. 
С большим трудом могут быть получены аналогичные решения и для за-
дачи о движении частиц в поле медленной волны. Однако, как будет вид-
но ниже, эти решения могут быть получены проще, прямо из уравнений 
движения без перехода к уравнению Гамильтона–Якоби. 
Основные интегралы движения получены в разделе 1.2. В разделе 
1.3 анализируется динамика частиц в вакууме, находятся размеры обла-
сти взаимодействия, необходимые для эффективного обмена энергией 
между волной и частицами, а также зависимость периода осцилляции 
частиц от напряженности поля волны. Сформулированы условия для 
ускорения частиц и условия, при которых поток частиц отдает свою энер-
гию волне. В разделе 2.4 получены основные выражения, описывающие 
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динамику частиц в поле медленной волны. Определены условия захвата 
частиц полем волны и частоты захватных колебаний. Описана автофа-
зировка частиц в волне с меняющейся фазовой скоростью. В заключении 
сформулированы и обсуждаются наиболее важные результаты. 
Постановка задачи. Основные уравнения и интегралы. Рассмот-
рим движение заряженной частицы в поле плоской электромагнитной 
волны с произвольной поляризацией. Компоненты электрического 
и магнитного полей такой волны можно представить в виде 
 
Re(E )
0
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E e
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0
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ReH kE
k
 
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 
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(1.1) 
 
где krt   , 0 0E E ;  , ,x y zi     — вектор поляризации 
волны; 0 /k c ;  , k  – частота и волновой вектор волны. Введем сле-
дующие безразмерные переменные: 
1 /p p mc , 1 0/k k k , t  , 1 0r k r , 
0 /eE mc  , 1 /v v c , 1 / /ph ph c kc    . 
В этих переменных уравнение движения приобретает вид (индекс 
«1» опускаем) 
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К уравнениям (1.2) удобно добавить уравнение, которое определя-
ет энергию частицы и может быть получено из системы (1.2): 
 
 Re iv e  , (1.3) 
 
где 
21 p    – безразмерная энергия частицы (измеренная в едини-
цах 
2mc ). 
Уравнения (1.2) и (1.3) имеют известные интегралы: 
 
   00 0Re Re constiip k i e p k i e C        . (1.4) 
 
Индексом «0» здесь обозначены начальные переменные. В даль-
нейшем без ограничения общности будем считать, что волна распро-
страняется вдоль оси z , т.е. {0,0, }k k . Для случая волны с линейной 
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поляризацией  0y   из уравнений движения (1.2) и интегралов (4) 
можно получить еще один, важный для дальнейшего анализа, интеграл 
 
   
2 2
2 2 0
02 21 1
x xp p
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(1.5) 
 
где  1k  , 
2
0 0(1 )ph z phv v     ,  21/ 1ph phv   . 
Для случая взаимодействия в вакууме (k = 1) интеграл (1.5) можно 
переписать в виде     
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(1.6) 
 
Определим области пространства энергия-импульс ( , )p , в кото-
рых могут двигаться частицы. Сделаем это для случая взаимодействия 
частицы с линейно поляризованной волной ( 0)y  . Тогда 
0 consty yp p  . Движение частиц при этом ограничено условием 
2 2 2 2
01x z yp p p     . 
Это условие представляет собой двухполостный гиперболоид. Толь-
ко верхняя часть гиперболоида ( 1)  имеет физический смысл. Она 
представлена на рис. 1.1. Движение ограничено не только поверхностью 
гиперболоида, но и интегралом 0 0z zp k p k    , т.е. реальное движе-
ние будет происходить по сечению гиперболоида с этим интегралом. На 
рис. 1.1а показано это сечение для случая взаимодействия частиц с полем 
быстрой волны ( 1)k  , а на рис. 1.1б – сечение того же гиперболоида тем 
же интегралом при ( 1)k  , т. е. при взаимодействии частиц с полем мед-
ленной волны. Движение частицы происходит по линии пересечения ин-
теграла с гиперболоидом. Если в первом случае (рис. 1.1a) сечение пред-
ставляет собой гиперболу ( 1)k  , то во втором случае ( 1)k   (рис. 1.1б) – 
эллипс. При 1k   кривая пересечения – парабола. Качественное разли-
чие возможных траекторий (замкнутые или разомкнутые) соответствует 
достаточно простому факту – в вакууме ( 1)k   и в поле быстрой волны 
( 1)k   частицы относительно волны являются пролетными и могут ею 
только увлекаться (см. ниже), полем же медленной волны ( 1)k   они мо-
гут быть захваченными. Аналитические выражения проекции на плос-
кость ( , )xp   кривых пересечения интегралов с гиперболоидом даются 
формулами (1.5), (1.6). 
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Уже из этих двух рисунков можно сделать важные физические зак-
лючения. В частности, видно, что при взаимодействии частицы с быст-
рой волной ( 1zk  ) энергия частицы не ограничена интегралами и мо-
жет достигать произвольных величин. Это тот случай, при реализации 
которого потенциально возможно неограниченное ускорение частиц, 
а также возможна значительная передача энергии от частиц волне. Ко-
нечно, вопрос о конкретной  реализации такого обмена энергии остается 
открытым. Ниже мы рассмотрим некоторые механизмы реализации та-
кого обмена. При взаимодействии же медленной волны ( 1zk  ) с части-
цей обмен энергией ограничен характеристиками эллипса.  
 
  
Рис. 1.1. Пересечение гиперболоида 2 2 2 1x zp p     
с интегралом продольного движения 
0 0z zp k p k    для случаев взаимодействия частицы  
а) с быстрой волной ( 1)k  , б) с медленной волной ( 1)k   
 
Взаимодействие в вакууме. Наиболее полный анализ динамики 
движения частиц может быть проведен при взаимодействии частиц 
с полем в вакууме. Учитывая определение фазы   из интегралов (1.4), 
можно получить 
const zC    . (1.7) 
 
Используя (1.7), из системы уравнений (1.2) легко находим следую-
щие общие выражения для компонент импульса частицы и для ее энергии: 
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(1.8) 
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где 
, 0, , /x y x yeE mc ; верхний знак (+) в выражениях для   и zp  соот-
ветствует попутному распространению волны и частицы ( 1)k  , нижний 
(–) – встречному ( 1)k   . 
Из формул (1.8) с учетом интеграла (1.7) находятся выражения для 
координат частицы:  
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 
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
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


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(1.9) 
 
 
 
В системе отсчета, в которой частица в среднем покоится, из (1.8) 
и (1.9) для случая частицы в поле линейно поляризованной волны находим 
sinx xp  , 0yp  , 
2 cos2
2
x
zp


  , 
cosxx


  ,    0y  ,   
 
2
2
sin 2
8
xz


  ,          2
1
1
2
x   . 
Эти выражения совпадают с полученными в работе [1]. Кроме того, 
легко показать, что в той же системе, где частица в среднем покоится, 
выражения для импульсов и координат частицы в случае круговой по-
ляризации также совпадают с выражениями, найденными в [1]. 
Отметим, что система отсчета, где частица в среднем покоится, за-
висит от фазы влета частицы в область взаимодействия с полем, т. е. от 
0 . Поэтому, если нас интересует обмен энергией большого числа ча-
стиц с полем, пользоваться этой системой неудобно. Значительно проще 
исследовать динамику взаимодействия, используя выражения (1.8), 
(1.9), а также интеграл (1.7). 
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Перейдем к их анализу. Для простоты получаемых формул ниже 
мы в основном выпишем их для случая линейно поляризованной волны. 
Прежде всего, из этих выражений следует, что частицы увлекаются вол-
ной, что особенно просто увидеть в случае взаимодействия волны с пер-
воначально покоящейся частицей. Полагая в (1.8), (1.9) 0 0 0x zp p  , 
0 0 0 0 0x z y    , находим: 
 
sinx xp  ,  
21 1 cos2
4
z xp    ,  
211 1 cos2
4
x    , 
cosxx   , 
2
2
1
sin 2
4 8
x
x
x
z


 
   
 
,  
 
 
(1.10) 
   
212 1 ,
4
xT 
 
  
 
 
(где Т — период осцилляции). Из этих формул видно, что частица, ос-
циллируя, увлекается волной. Период осцилляции зависит от напря-
женности поля и при 1x  значительно превосходит период поля вол-
ны. Если область взаимодействия поля с частицами велика, то выраже-
ния (1.8), (1.9) и (1.10) могут быть усреднены по осцилляциям. При этом 
мы получим средние координаты, энергию и импульс частицы, которая 
увлекается полем. Для первоначально покоящейся частицы 0( 1)p  эти 
величины равны 
0xx p  , 
2
4
x
zp   , 
2
1
4
x   , 
2
2
.
4
x
x
z

 

 
 
Перейдем к более детальному анализу. Отметим, что общие выра-
жения (1.8), (1.9) несмотря на их кажущуюся простоту все же довольно 
сложны, так как фаза   является функцией начальной фазы 0 . По-
этому ниже мы рассмотрим некоторые наиболее интересные частные 
случаи, поддающиеся простому анализу. 
Пусть 0xop  . Тогда, как следует из (1.8), энергия и продольный 
импульс частицы периодически меняются, но всегда больше или равны 
своим начальным значениям 0 0( , )zp . Для релятивистской частицы 
0( 1)  энергия изменяется в пределах 
 20 0 1 4 .      
Используя интеграл (1.7), можно найти время t  взаимодействия 
частиц с полем, или, что эквивалентно, длину l  области взаимодей-
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ствия частиц с полем, на которой частица получает максимальную энер-
гию 2
0(1 4 )   . Так, при 0 1  эти величины равны 
2 2
0 0
3
1
2
t T 
 
  
 
, 
2 2
0
3
λ 1
2
l 
 
  
 
, 
 
(1.11) 
где 0,λT  – период и длина волны. 
Если частица нерелятивистская 0( 1)  , то максимальная энергия 
21 2   . Эту энергию она приобретает на расстоянии 
2
0
1 3
λ λ
2 2
zl v   . 
Таким образом, если область взаимодействия частиц с полем огра-
ничена (характерный размер l ), то в среднем поток частиц после про-
хождения этой области будет приобретать энергию. Основным недостат-
ком такого механизма ускорения является разброс энергий частиц на 
выходе из области взаимодействия, а также наличие поперечной скоро-
сти. Максимальная поперечная скорость на выходе равна 2x xp  , а за 
время взаимодействия с полем частица сместится в поперечном направ-
лении на величину 
0λ xl  . 
Заметим, что оптимальный продольный размер области взаимо-
действия (1.11) представляет собой не что иное, как расстояние, на кото-
ром фаза волны на траектории электрона изменилась на  . При 2 1 
этот размер в 
22  раз больше половины длины волны λ / 2  и полностью 
определяется кинематикой и релятивистским эффектом Доплера. При 
1  существенную роль начинает играть эффект увлечения частицы 
полем волны, который при 2 1  может существенно увеличить размер 
области эффективного обмена энергией. 
Пусть 0 0xp   и выполнены неравенства 0 0 02 1x x zp p  . 
Максимальное изменение энергии частицы 0     в этом случае 
будет определяться выражением 
0 0
2
0
4
1
x
x
p
p

 

. 
 
(1.12) 
Размер области взаимодействия вдоль оси z, на котором частица 
приобретет или потеряет энергию (1.12), равен 
2
0 0
2 2
0 0
λ 2
1
1 1
x
z
x x
p
l
p p
  
  
  
. 
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Отметим, что если при 0 0xp   частица после взаимодействия 
с полем могла только приобрести энергию, то в рассматриваемом случае 
она может как приобрести ее, так и потерять, т. е. возможно не только 
ускорение частиц, но и усиление волны за счет энергии пучка частиц. 
Для частиц, имеющих отличную от нуля поперечную скорость на 
входе в область взаимодействия с полем 0( 0)xp  , важной характери-
стикой является необходимый для эффективного обмена энергией ми-
нимальный поперечный размер области взаимодействия. При выполне-
нии указанных выше неравенств он равен 
0 0
2
0
λ
1
x
x
x
p
l
p



.
 
Выше была рассмотрена динамика частиц в поле линейно поляризо-
ванной волны. В поле волны с эллиптической поляризацией основные осо-
бенности динамики сохраняются. Однако имеются и различия. Наиболее 
существенным различием является тот факт, что в поле с круговой поляри-
зацией величина продольного импульса для всех частиц одинакова и не 
зависит от первоначального расположения частиц по фазам.  Действитель-
но, из уравнений (1.8) можно получить следующее выражение для про-
дольного импульса в поле с круговой поляризацией:  02 1 cos( )zP     . 
Из этого выражения видно, что величина продольного импульса для всех 
частиц не зависит от первоначального расположения частиц по фазам. 
Действительно, так как в первоначальный момент времени   и 0  совпа-
дают, то zP  для всех частиц оказываются одинаковыми.  
Взаимодействие с потоком частиц. Практический интерес представ-
ляет случай взаимодействия волны не с одной частицей, а с потоком. Если 
скорости частиц одинаковы, а сами частицы распределены в пространстве 
однородно, то эффективность обмена энергией потока с полем может быть 
определена путем усреднения выражения (1.8) для энергии по фазам вле-
та частиц 0( )i  в область взаимодействия их с полем. Трудность такого 
усреднения обусловлена тем, что фаза i -й частицы ( )i  связана 
с начальной фазой 0i  неявным соотношением. В общем случае связь   
с 0  может быть легко получена из соотношений (1.9), если мы зададим 
либо продольные, либо поперечные размеры области взаимодействия. 
В некоторых случаях удобнее связать   с 0  через заданный продоль-
ный размер. Так, если 0 0xp   и 
2 1x , то, как видно из выражения 
(1.9), для z эта связь становится наиболее простой (линейной): 
 0 0
0z
z z
p

    . 
 
(1.13) 
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Если в (1.13) положить 0 0z  , 0 1  и координату z при-
равнять оптимальному размеру 
2
02 ,optz z    то получаем совсем про-
стую связь фазы на выходе из области взаимодействия с фазой на входе: 
0 .     
Используя эту связь, можно легко найти среднюю энергию и зна-
чения средних импульсов частиц пучка, которые они приобретают после 
взаимодействия с полем: 
2
0 02    , 0.xp   
Достаточно простая связь   с 0  имеется и в случае 0x xp  для 
произвольной величины 
x
: 
0 0sin       , (1.14) 
где  
0xp
  ,    0 0 0
0
1
.z
x
x x p
p
       
Подставляя (1.14) в выражение (1.8) для энергии и усредняя по 
начальным фазам, получаем следующее выражение для средней энергии: 
 
 
    
    
20 0
0 0 22
0
2 0 1
1
1 cos
2 1
1
2 cos2 2 sin ,
2
z
x
x
x x
v
J J
p
J p J

    
   

    
 
  
 
(1.15) 
где nJ  – функции Бесселя первого рода n-го порядка. 
Следует отметить, что при получении формулы (1.15) мы восполь-
зовались только малостью параметра  ; величина  , как и 
x
, может 
быть произвольной. 
Из формулы (1.15), в частности, следует, что выбором параметров 
пучка и размера области взаимодействия можно не только ускорить ча-
стицы пучка, но и осуществить обратный процесс – передать энергию пуч-
ка волне. Так, при 0.3 , 0 1xp  , 5 / 2  , 0 1zv  из формулы (1.15) 
следует, что пучок за один проход области взаимодействия с полем пере-
дает волне 15% своей энергии. Минимальные размеры области взаимо-
действия при этом равны 
2
05λ / 4zl  , 05λ / 4xl  . Важной особенно-
стью такой передачи энергии от потока частиц волне является тот факт, 
что эффективность передачи мало зависит от качества пучка. Действи-
тельно, допустимый энергетический разброс пучка   можно оценить из 
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условия   . Из этого условия, считая, что размеры области взаимо-
действия заданы, находим   . 
Взаимодействие частиц с полем медленной волны (Взаимодей-
ствие при наличии среды). Как уже говорилось выше, динамика частиц, 
взаимодействующих с полем медленной ( 1)k   поперечной электромаг-
нитной волны, может качественно измениться по сравнению с динами-
кой при взаимодействии с быстрой волной ( 1)k  . Это различие видно 
из рис. 1.1а и 1.1б. Полем медленной волны частица может захватиться. 
Захват проявляется в том, что интегральные кривые, по которым совер-
шается движение частицы, становятся замкнутыми (см. формулы (1.5) 
и (1.6)). В проекции на плоскости ( , )xp  эти кривые для частных случа-
ев 0 0xp  , 01 phv v   и 0xp  , 01 phv v   представлены соответ-
ственно на рис. 1.2а и 1.2б. В первом случае (рис. 1.2а) скорость частиц 
меньше скорости волны. При этом происходит, как и в случае взаимо-
действия в вакууме, только ускорение частиц, причем, если 
 частицы не захватываются волной и движение 
происходит только вдоль левой половины эллипса  и качествен-
но не отличается от движения частиц при взаимодействии с волной 
в вакууме. Если напряженность поля волны достаточно велика, так что 
 то частицы захватываются волной и движутся по 
эллипсу, т. е. совершают захватные колебания в поле поперечной волны. 
 
  
 
Рис. 1.2. Проекция кривой пересечения гиперболоида энергии с интегралом  
на плоскость  при взаимодействии частицы с медленной волной  
для случаев (а) и  (б). В последнем случае частица  
может полностью отдать энергию волне 
Во втором случае частицы обгоняют волну 0( )phv v  и тормозятся. 
Более того, легко показать, что если фазовая скорость волны связана 
с начальной скоростью частицы соотношением 0 0
0 1
z
ph
v
v




 
и частица 
2 2 2 2
0 0( ) / 4 ,x phv   
( )  
2 2 2 2
0( ) / 4 ,x ph phv   
( , )xp
0phv v 0phv v
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оказывается захваченной, то частица может полностью отдать энергию 
волне ( 1)  . Этому случаю соответствует рис. 1.2б. 
Динамика частиц в поле медленной волны оказывается значи-
тельно более сложной для анализа, чем при взаимодействии с полем 
в вакууме. Это связано прежде всего с тем, что интеграл (1.7) теперь не 
сохраняется. Вместо него имеем соотношение 
 
 2 1 zk C     . (1.16) 
   
Выпишем основные формулы, описывающие динамику частицы 
в поле медленной волны. Выражения для импульсов и энергии частицы, 
так же как и в вакууме, легко находятся для общего случая: 
 
 
   
 
0 0 0
1 2
22 2 0
0 0 0
0 0
sin sin ,
2
( ) 1 1 sin sin sin sin ,
1
,
x x x
x
z zo
x
z z
p p
p
p p k
p p
k
 
       
 

  
   
         
   
  
 
(1.17) 
где 2 2 2 2 2
0/ ( ) .x ph phv      
Верхний знак перед корнем (плюс) в выражении (1.17) соответ-
ствует (при ускорении, рис. 1.2а) движению по правой половине эллипса 
( ),    нижний знак (минус) – движению по левой половине ( )   . 
Выражения для координат частицы могут быть получены интегрирова-
нием (1.17). В общем случае это громоздкие выражения, хотя и получа-
ются без труда. Чтобы их не выписывать, но все же дать представление 
о характерных размерах области эффективного обмена энергией и о ха-
рактерных временных масштабах, выпишем эти выражения для частно-
го случая, когда 0 0  , 0 0xp   и / 2  : 
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(1.18) 
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где  ,F    – эллиптический интеграл первого рода, 
 
 arcsin sin   , 2 2sin 1   , (1.19) 
 
1   соответствует случаю пролетных частиц, 1   – захваченных,   – 
время, за которое частица достигнет фазы  . 
Из этих формул, в частности, можно найти, учитывая симметрию 
движения, частоту малых фазовых колебаний захваченных частиц. Для 
них 1 , 1 , sin 1  , / 2  . Подставляя эти значения 
в (1.20), находим 
2 2/B x ph phv   . При приближении к сепаратрисе, 
разделяющей пролетные частицы от захваченных, частота фазовых ко-
лебаний стремится к нулю: 
 
1
2
4
ln .
2 1
ph
B x
 
 
 


 
  
 
 
 
(1.20) 
 
Автофазировка. Представляет интерес выяснить возможность  
автофазировки в поперечной волне, а также определить ее особенности. 
Для решения этого вопроса будем считать, что параметры среды,  
а вместе с ними и фазовая скорость волны медленно меняются вдоль 
направления распространения волны ( )z . Фазу волны можно в этом 
случае представить в виде 
 
0
z
k z dz      . 
Легко увидеть, что как уравнения движения (1.2), так и интегралы 
(1.4) сохраняют свой вид. Введем, как в теории ускорителей, синхронную 
частицу, скорость которой меняется в соответствии с фазовой скоростью 
волны ( )s phv v . 
Используя интегралы (1.4) для определения фазы  , легко полу-
чить следующее уравнение: 
 
   
2
1
sin 2 sin 2 cos cos 0
2
z x
x s x xs s
k kC
C C
k
     
  
 
      
 
. 
(1.21) 
 
Ограничимся анализом поведения малых отклонений фазы от 
синхронной. Для этого положим s    , 1 . Линеаризуем (1.21) 
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относительно  . В результате для определения   получим уравнение 
маятника с затуханием: 
2 0,
ph
ph
v
v
      
где    2 20 02 2
1
1 cos sin .z ph x x s x s
ph
v v p
v
 

     
Выражение для частоты фазовых колебаний  для случая 0 0xp   
и отдельно для случая 
0x xp  выражение для 
2  было найдено в [15]. 
Взаимодействие с импульсом электромагнитной волны. Наиболее 
привлекательными реальными схемами ускорения заряженных частиц 
являются схемы с использованием импульсов лазерного излучения. Ни-
же мы рассмотрим некоторые наиболее простые схемы такого ускорения. 
Будут выяснены особенности, связанные с тем, что взаимодействия про-
исходят с импульсом, а также будут оценены возможные перспективы 
использования таких схем.  
Рассмотрим движение заряженной частицы в поле импульса плос-
кой бегущей электромагнитной волны, характеризуемой векторным по-
тенциалом    A A t k r A      . Уравнение движения частицы 
в этом поле в безразмерных переменных: t  , 1k k k , 1k c , 
v c   1 0p p m c  ( v  – скорость частицы, p  – ее импульс), 
0 1 0A ek A m c  принимает вид (индекс «1» опускаем): 
 1dp A Ak k
d
 
  
  
     
  
. (1.22) 
Умножим скалярно уравнение (1.22) на p .  Используя соотноше-
ния 
21 p   , 1 k   , p  , можно получить уравнение, 
описывающее изменение энергии: 
d A
d


 
 
  
 
, 
 
 
(1.23) 
с помощью уравнений (1.22) и  (1.23) легко найти следующий  интеграл: 
0 0 0=Const=p A k p A k     . 
 
(1.24) 
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В случае чисто поперечной волны ( || 1, 0k k  , 
|| || || 0k E k H k A           
), уравнения (1.22) с учетом (1.23) и (1.24) и сле-
дующего из (1.24) соотношения  || || ||1p k Const            полностью 
интегрируемы в лабораторной системе координат. Решение имеет вид: 
 
 
2
2
0 0
|| ||0
2
A A p
p p

 
  ;       0 0p - p = A A    ; 
 
(1.25) 
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(1.26) 
 
Уже из (1.25), (1.26) видно, что частица увлекается полем волны, 
т.к. ее продольный импульс осциллирует, но остается знакопостоянным, 
а продольная координата определяется интегралом от неотрицательной 
функции.  
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Рис. 1.3. Импульс частицы для случая 
линейной поляризации 
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Рис. 1.4. Импульс частицы для  
случая круговой поляризации 
 
Для иллюстрации этой динамики на рис. 1.3 приведены времен-
ные зависимости импульса частицы, найденные при численном реше-
нии уравнения (1.22) для случая линейной поляризации поля импульса. 
Решение получено для первоначально покоящейся частицы, на которую 
воздействует поперечное электромагнитное поле с компонентами, опре-
деляемыми соотношением
2
0 0/ exp[ ( ) ] cosxA A          , при 
0 1A  , 0 0.01  , 0 50  . На рис. 1.4 приведены временные зависимо-
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сти импульса частицы для случая круговой поляризации поля импульса. 
Сравнивая рис. 1.3 и 1.4, можно сделать следующие выводы. В поле как 
линейно-поляризованной волны, так и в поле с круговой поляризацией 
максимальные значения импульсов примерно одинаковые. В поле вол-
ны с линейной поляризацией динамика продольного импульса строго 
следует за фазой излучения. В поле волны с круговой поляризацией 
продольный импульс строго следует за огибающей импульса. Реально 
для ускорения необходимо разорвать взаимодействие  ускоряемых ча-
стиц с полем волны в момент максимального значения энергии и про-
дольного импульса. Легко видеть, что такое разделение достаточно легко 
осуществить при использовании волны с круговой поляризацией. При 
использовании волны с линейной поляризацией такое разделение ча-
стицы поля реализовать значительно труднее.  
Некоторые выводы. Важный вывод, который можно сделать из по-
лученных выше результатов, заключается в том, что ограничение обла-
сти взаимодействия частиц с полем приводит к эффективному обмену 
энергией между частицами и полем. Здесь, по-видимому, уместно сде-
лать следующее замечание. В работе [11] сформулировано утверждение, 
что ускорение заряженных частиц электромагнитным полем в вакууме 
силой, пропорциональной первой степени напряженности электрическо-
го поля Е, невозможно. Такое утверждение, безусловно, справедливо, 
когда область взаимодействия частиц с полем неограничено велика. 
В реальных условиях эта область ограничена. При этом возможен обмен 
энергией между волной и частицами. Этот же результат сразу следует 
и из формул, приведенных в работе [11], если время взаимодействия  
частицы с полем в них взять не бесконечно большим ( )t    , как 
в работе, а ограниченным (0 )t T  . 
Если частица и волна движутся в одном направлении 0( 0)xp  , то 
частица всегда получает энергию от волны, причем приращение энергии 
пропорционально энергии частицы и квадрату напряженности поля:  
    20 . Заметим, что квадратичная зависимость от поля не связа-
на с осцилляторным движением, поэтому отсутствуют ограничения на 
энергию частиц, связанные с торможением излучения, которые ограни-
чивают возможности ускорения частиц силой Миллера [11]. Кроме того, 
при ускорении пондеромоторным потенциалом приращение энергии об-
ратно пропорционально энергии (     2 0/ ),  поэтому при больших 
энергиях 0( 1)  рассматриваемый нами механизм обмена энергией 
эффективнее. 
Если 0 0xp  , то возможно не только ускорение, но и торможение 
частиц. Важной особенностью передачи энергии волне является слабая 
зависимость эффективности передачи от разброса энергии пучка ( )  . 
Эта особенность рассматриваемой схемы усиления коротковолнового  
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излучения выгодно отличает ее от известных схем лазеров на свободных 
электронах (ЛСЭ), для которых разброс должен быть мал (
310   для 
усиления волны с λ 10  мкм [16]). Для усиления более коротких волн 
требуются пучки еще более высокого качества 
4( 10 )  . Этот резуль-
тат легко объясним. В традиционных схемах лазеров на свободных элек-
тронах рассматривается самосогласованная динамика частиц и поля. Воз-
буждение (усиление) волны происходит в результате развития коллек-
тивной пучковой неустойчивости. Оно начинается с линейной стадии,  
когда амплитуда поля мала. При этом только пучки высокого качества 
могут эффективно (с гидродинамическим инкрементом) возбуждать  
коротковолновое излучение. В рассмотренной нами схеме передачи энер-
гии от частиц волне поле волны не меняется, т. е. используется прибли-
жение заданного поля, причем напряженность поля достаточно велика, 
и именно поле определяет динамику частиц. Ясно, что такое приближе-
ние справедливо, когда за время пролета частицы через область взаимо-
действия можно пренебречь изменением напряженности поля. Кроме  
того, предполагается, что для поля реализуется стационарный режим, т. е. 
приращение его энергии компенсируется уходом поля из области взаимо-
действия. Таким образом, когда такое приближение справедливо, для воз-
буждения коротковолнового излучения могут быть использованы пучки 
плохого качества ( )  . 
Рассмотренные выше возможности обмена энергией между части-
цами и полем являются грубыми моделями реальных схем, которые мо-
гут быть использованы. Чтобы приблизить эти модели к реальным, сле-
дует учесть в них неоднородность поперечной структуры поля, а также 
исследовать процесс обмена энергией не в одной изолированной области 
взаимодействия, а в некоторой совокупности таких областей. Результаты 
исследований в этом направлении были опубликованы в [12, 17, 18]. 
В работах [17, 18] было предложено использовать для ускорения заря-
женных частиц лазерный поток, состоящий из большого числа парал-
лельных элементарных пучков, причем фаза каждого следующего сдви-
нута относительно предыдущего на определенную величину. Эффектив-
ное поле, действующее на частицы, пересекающие под углом такой ла-
зерный поток, эквивалентно полю медленной электромагнитной волны. 
Учет неоднородной структуры поля элементарных пучков качественно 
не меняет динамику частиц. Еще один интересный вариант организа-
ции элементарных областей взаимодействия изложен в работе [12]. 
В ней лазерный пучок последовательно отражается от большого числа 
зеркал, расположенных аналогично положению электродов в фотоэлек-
тронных умножителях, а траектория лазерного пучка аналогична траек-
тории электронного потока в умножителе. Ускоряемые частицы движут-
ся вдоль оси системы между зеркалами, последовательно пересекая 
каждый лазерный пучок в его фокальном сечении. Эти схемы организа-
ции элементарных областей, с учетом описанных выше процессов в каж-
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дой области, по-видимому, можно использовать и для создания реаль-
ных схем ускорителей и лазеров на свободных электронах. 
Несколько слов скажем об использовании сред для ускорения за-
ряженных частиц. При плотностях энергии лазерного излучения, кото-
рые интересны для приложений, все среды превращаются в плазму. 
Взаимодействие излучения с плазмой приводит к развитию разнообраз-
ных неустойчивостей, которые разрушают схему ускорения. Наиболее 
опасной является модуляционная неустойчивость. Поэтому такие схемы 
могут функционировать только в импульсном режиме.  Длительность 
импульса ограничена величиной 1min{ / ; }T d c Г  , где d – диаметр 
лазерного фокуса, Г – инкремент модуляционной неустойчивости. Нали-
чие этих трудностей приводит к тому, что все большее внимание в насто-
ящее время уделяется разработке схем лазерного ускорения, в которых 
среда отсутствует. Это, например, схемы типа обращенного лазера на 
свободных электронах. Интересный, имеющий много преимуществ перед 
другими подход к этой проблеме содержится в работе [12]. В ней предла-
гается для ускорения заряженных частиц использовать комбинацию ла-
зерного поля и внешнего постоянного магнитного поля. Использование 
внешнего магнитного поля для создания условий эффективного обмена 
энергией между частицами и полем имеет давнюю историю. Имеется 
много схем ускорения частиц и генерирования электромагнитных волн. 
Однако в [12] содержится новый важный физический факт, который за-
ключается в том, что если величина внешнего поперечного постоянного 
магнитного поля превышает некоторое значение, которое пропорцио-
нально энергии частицы, то частота осцилляции лазерного поля на тра-
ектории электрона меняется во времени. В результате (при прохождении 
области взаимодействия) частицы в среднем приобретают энергию. 
Оценка максимального приращения энергии частицы при однократном 
прохождении области взаимодействия дает (в наших переменных) вели-
чину 
2
0    ( 1, 1)  , т.е. величину того же порядка, что и по-
лученная в рассматриваемой нами схеме. Имеются три важные особен-
ности, определяющие достоинства рассмотренного в [12] подхода. Пер-
вая, наиболее существенная, заключается в том, что обмен энергией 
между частицей и волной не является строго резонансным. Поэтому 
ограничения, связанные с нелинейным сдвигом фазы ускоряющей вол-
ны относительно частицы (критичные для схем типа обращенного лазе-
ра на свободных электронах), здесь несущественны. Вторая связана 
с тем, что ускорение происходит в вакууме, и все проблемы, связанные 
с особенностью взаимодействия интенсивного лазерного излучения с ве-
ществом, в частности с плазмой, не возникают. Третья – внешнее попе-
речное магнитное поле может возвращать ускоренные частицы в область 
взаимодействия с полем, т.е. возможно многократное циклическое уско-
рение частиц. Мы перечислили достоинства предложенного в [12] подхо-
да, так как все они свойственны и тем схемам ускорения, которые могут 
быть предложены, исходя из полученных в этой работе результатов. 
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Отметим методическую важность учета интегралов (1.5) или (1.6). 
Для различных схем ускорения заряженных частиц, ввиду достаточно 
сложной структуры ускоряющего поля в них, часто проводят отдельно 
анализ продольного (фазового) движения частиц и отдельно анализ их 
поперечного движения. Для случая продольного движения во многих 
случаях достаточно рассмотреть только один из интегралов (1.4). Анали-
зируя этот интеграл изолированно, без учета интегралов (1.5), (1.6) или 
аналогичных, явно учитывающих поперечное движение, в некоторых 
случаях можно прийти к ошибочному результату. Рассмотрим в качестве 
примера случай, когда частица движется вдоль оси z , а медленная 
электромагнитная волна ( 1)k   движется под таким углом к этой оси, 
что 1zk  . Будем анализировать только один из интегралов (1.4), 
а именно тот, который характеризует продольное движение частицы: 
sinz z zp C    . 
Из него, в частности, следует, что частица может неограниченно 
ускоряться ( )   полем с конечной амплитудой z . Из этого инте-
грала можно найти и условия захвата частицы в режим неограниченно-
го ускорения и другие характеристики движения частицы. Однако, как 
видно из интеграла (1.5), неограниченное ускорение в рассматриваемом 
случае невозможно – траектории на плоскости ( , )xp  всегда замкнуты, 
а величины   и xp  всегда ограничены. 
 
 
 
В этом разделе показано, что силы трения, в частности силы радиа-
ционного трения, могут способствовать передаче энергии от лазерного из-
лучения к заряженным частицам. Показано также, что известное ограни-
чение на максимальную энергию, которую могут получить заряженные 
частицы в поле лазерного излучения, и которое обусловлено наличием 
сил радиационного трения, может быть преодолено.  
При ускорении электрона лазерным излучением ускоряемые  
частицы осциллируют в лазерном поле. При этом возникает интенсивное 
излучение. Это излучение, также как и излучение в циклических уско-
рителях, может ограничивать энергию, которую могут приобрести уско-
ряемые частицы. Влияние собственного излучения заряженных частиц 
на динамику самих частиц во многих случаях можно интерпретировать 
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как радиационное трение. Такая аналогия особенно оправдана при 
больших значениях энергии частиц. В этом случае ограничения на мак-
симальную энергию, которую могут приобрести ускоряемые частицы, 
обычно получают, приравнивая ускоряющие силы силам радиационного 
трения. Так, в работе [11], рассматривая ускорение электронов полем 
лазерного излучения, авторы приравняли силу радиационного трения 
ускоряющим силам (силам высокочастотного давления). В результате 
они нашли, что в поле лазерного излучения электроны не могут приоб-
рести энергию большую, чем 200 МэВ  ( ~ 1 k  ). При этом, так как сила 
высокочастотного давления и сила радиационного трения обе пропорци-
ональны 
2 , то этот результат не зависит от напряженности поля лазер-
ного излучения. В этом смысле он универсален.  
Ниже покажем, что роль радиационного трения не может быть 
сведена к простому торможению частиц. Будут найдены условия, когда 
силы трения, в том числе и силы радиационного трения, могут способ-
ствовать передаче энергии от внешнего лазерного поля ускоряемым ча-
стицам. Кроме того, будет показано, что ограничение на максимальную 
величину энергии  в 200 МэВ, которые могут приобрести частицы в поле 
лазерного излучения, в общем случае отсутствует. 
Основные уравнения и аналитические оценки. Рассмотрим наибо-
лее простую модель, которая описывает динамику заряженной частицы 
в поле лазерного излучения. Пусть частица движется в поле однородной 
плоской электромагнитной волны, которая распространяется в вакууме 
вдоль оси z . Пусть эта волна имеет только две компоненты электромаг-
нитного поля: ,x yE H . При этом будем считать, что существуют силы 
трения, которые тормозят частицу. Вначале мы рассмотрим простую мо-
дель, в которой не будем конкретизировать природу этих сил. Затем рас-
смотрим конкретно силы радиационного трения. И в том, и в другом 
случае мы покажем, что силы трения нарушают баланс тормозящих 
и ускоряющих сил и могут способствовать более эффективному отбору 
энергии частицами от лазерного излучения. Уравнение движения заря-
женной частицы в поле плоской однородной электромагнитной волны 
с учетом силы трения имеет вид: 
1
f
dp
qE v H F
dt c
      . 
 
(1.27) 
Это уравнение отличается от изученного выше уравнения (1.2) 
только наличием силы трения. Если эта сила отсутствует, то динамика 
продольного движения заряженной частицы представлена на рис. 5. При 
этом величина 
zI p const    является интегралом уравнения (1.1) в 
отсутствие сил трения. Отметим, что здесь и везде ниже мы используем 
общепринятые безразмерные переменные (например, импульс измеряет-
ся в единицах mc , время – в периодах поля: /p p mc , t   , смотри 
выше (раздел 1.2)). Если же сила трения присутствует, то эта величина I  
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уже перестает быть интегралом. Будем считать, что силу трения можно 
представить в виде /fF p   , где const  . Тогда для определения  
зависимости этого интеграла I  от времени из (1.27) можно получить сле-
дующее уравнение: 
2
.
dI I
d


  
    (1.28) 
Общее решение уравнения (1.28) можно записать в виде: 
2
0
exp( ) exp( ) ,I d




       
 
(1.29) 
где exp( ) exp( / ).d

     
 
Анализ этого решения затруднен тем фактом, что мы не знаем ди-
намики изменения энергии частицы во времени. Однако качественную 
картину поведения интеграла I  со временем легко получить из уравне-
ния (1.28). Действительно, если пренебречь вторым слагаемым в правой 
части уравнения (1.28) (сильно релятивистский случай), то видно, что 
величина интеграла экспоненциально стремится к нулю. Более того, из 
уравнения (1.28) видно, что 1/I   является стационарной точкой этого 
уравнения. Более того, эта точка является устойчивой точкой. Таким об-
разом, величина интеграла I  стремится  к величине 1/  . Характерное 
время обратно пропорционально параметру  . Уменьшение величины 
интеграла означает рост величины zp  и, соответственно, энергии части-
цы. Дополнительный анализ показывает, что величина поперечного им-
пульса при этом практически не меняется. Таким образом, мы видим, 
что наличие затухания может приводить к нарушению баланса сил тор-
можения и ускорения и к более эффективному отбору энергии. Из фор-
мулы (1.27) можно оценить и максимальную величину продольного им-
пульса, который может достигнуть частица: 2~ /zp   .  
Рассмотрим теперь конкретно роль сил высокочастотного трения. 
Нас будут интересовать большие напряженности полей ( 1 ). Поэтому 
мы можем сразу ограничиться случаем релятивистского движения. Для 
этого случая безразмерную силу радиационного трения можно предста-
вить в виде  [1]: 
   k mnf ik nF F u F u v

    

, (1.30) 
где ikF  –  тензор электромагнитного поля; 
ku  – четырехвектор скорости; 
v  – трехмерный вектор скорости,  «частота» 3 2 233 / 2 1,8 10e mc e    сек
-1. 
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В нашем случае мы имеем только две  компоненты электромагнит-
ного поля ( ,x yE H ). Учитывая, что x yE H , а также что четырехвектор 
скорости в наших обозначениях имеет вид  , , ( , )k nu p u p    , силу 
радиационного трения можно представить следующим выражением: 
2 2 2cos ( )f
p
F I

 

     

. 
 
(1.31) 
Следует заметить, что сила радиационного трения пропорцио-
нальна четвертой степени заряда частицы. Поэтому, если движется не 
одна частица, а сгусток из N  частиц, то сила радиационного трения 
быстро растет с увеличением числа частиц : 4~fF N . Из формулы (1.31) 
мы видим, что в данном случае коэффициент   уже является сложной 
функцией времени. Однако качественный анализ поведения интеграла 
I  можно провести аналогично предыдущему случаю. Легко видеть, что в 
данном случае  величина интеграла со временем уменьшается, хотя не 
так быстро, как в предыдущем случае. Это связано с тем, что с уменьше-
нием I  сила трения также быстро уменьшается. Как и в предыдущем 
случае, точка 1/I   является устойчивой стационарной точкой. Та-
ким образом, качественно влияние силы радиационного трения анало-
гично предыдущему случаю. Существенным отличием является только 
тот факт, что сама величина радиационного трения быстро убывает 
с уменьшением интеграла I . Это обусловлено тем фактом, что частота, 
которую воспринимает частица, с ростом ее энергии падает. 
Результаты численного анализа. Уравнение (1.27) было детально 
изучено численными методами. Качественно результаты численного ис-
следования хорошо совпадают с аналитическими результатами. Наибо-
лее характерные особенности динамики частицы представлены на рис. 
1.6-1.8. На рис. 1.6 представлена зависимость продольного импульса от 
времени при наличии силы трения. Параметры поля и начальные усло-
вия для частицы те же, что и на рис. 1.5: 35, 5 10     . Видно, что при 
отсутствии трения (рис. 1.5) максимальное значение продольного им-
пульса достигает величины 2 / 2 . При наличии же трения эта величина 
существенно возрастает. Причем чем больше сила трения, тем рост 
быстрее, однако максимальное значение меньше. Динамика поперечно-
го импульса  практически не меняется от присутствия силы трения 
(см. рис. 1.7). Эти факты хорошо согласуются с полученными выше ана-
литическими результатами. Если следить за динамикой частиц на 
больших временах или если начальная энергия частиц достаточно вели-
ка, то, как мы описывали выше, сила  радиационного трения играет  все 
меньшую роль. Так, на рис. 1.8 представлена зависимость продольного 
импульса от времени при следующих значениях параметров: 
3
,05, 5 10 , 20zp 
    .   
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Рис. 1.5.  Зависимость продольного 
импульса от времени в отсутствие  
силы трения 
( 5, 0   , 
,0 0zp  )      
 
 
Рис. 1.6. Зависимость продольного  
импульса от времени при наличии  
силы трения 
( 35, 5 10     , ,0 0zp   ) 
Величина поперечного импульса при этом практически не меняет-
ся. Из этого рисунка видно, что с ростом энергии частиц период осцил-
ляции частиц в поле лазерного излучения значительно увеличился. Так, 
за время счета, представленного на этом рисунке, частица не сделала ни 
одного колебания, т.е. происходит практически квазистатическое уско-
рение заряженных частиц. Потери энергии на излучение при этом суще-
ственно уменьшаются. Кроме того, из рис. 1.8 видно, что энергия части-
цы уже превосходит 200 МэВ. 
 
 
Рис. 1.7. Зависимость поперечного  
импульса от времени при наличии  
силы трения 
( 35, 5 10     , ,0 0zp  ) 
 
 
Рис. 1.8. Зависимость продольного 
импульса от времени при наличии 
силы трения  и при достаточно 
больших значениях начального  
импульса 
  
(
3
,05, 5 10 , 20zp 
    ) 
 
Таким образом, простое приравнивание сил радиационного тор-
можения средним ускоряющим силам (силам высокочастотного давле-
ния) не может правильно описать динамику частиц при лазерном уско-
рении. Действительно в рассмотренной нами схеме средняя ускоряющая 
частицы сила равна нулю. Наличие сил радиационного торможения 
должно было бы привести к уменьшению величины отклонения от сред-
него положения, к уменьшению величины максимальной скорости, ко-
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торую получают частицы. Как мы видели выше, динамика сложнее, 
и силы трения могут способствовать ускорению частиц.  
Частицы, двигаясь с ускорением, теряют часть своей энергии на 
излучение. Причем чем больше энергия частиц, тем больше потери 
энергии частицы на излучение. Так, если релятивистский электрон 
движется по круговой орбите, радиус которой не меняется (например, 
в магнитном поле циклического ускорителя), то выражение для мощно-
сти излучения можно представить в виде: 
2 2 42 ,
3
W e c K     
где   – релятивистский фактор; K  – кривизна орбиты.  
Из этой формулы видно, что потери растут как четвертая степень 
энергии частицы. Эти потери должны быть скомпенсированы. Этот факт 
существенно ограничивает возможности циклических ускорителей элект-
ронов. Кроме того, как известно, излучение ускоряемых в циклических 
ускорителях электронов существенно меняет динамику электронов. 
В рассмотренном нами случае радиус кривизны траектории электронов 
растет пропорционально квадрату энергии электрона ( 2~ 1/K  ). Поэтому 
мощность излучения не меняется с ростом энергии, и проблема, связанная 
с ростом радиационных потерь не возникает. 
Выше мы рассмотрели случай движения частицы в поле однород-
ного лазерного излучения. Представляет интерес исследовать влияние 
силы радиационного трения для случая неоднородного поля. Как пока-
зывают наши расчеты, качественно влияние сил трения на динамику 
движения в этом случае не отличается от описанного выше  случая дви-
жения в однородном поле.   
Следует обратить внимание на тот факт, что в нашей схеме взаи-
модействия поля с частицами при больших значениях энергии интеграл 
I   становится малым ( ~ 1/I  ). Выражения (1.30) и (1.31) для радиаци-
онной силы в этом случае не полностью описывают силу радиационного 
воздействия. Необходимо воспользоваться более полным выражением 
для этой силы. Выражение для силы (1.31) приобретает дополнительные 
слагаемые. Однако качественно результаты при этом не меняются.  
В поле плоской электромагнитной волны только частицы, располо-
женные в фазах n , строго увлекаются вдоль направления распростра-
нения волны. Частицы же, которые находятся в других фазах, увлекаются 
не только в продольном  направлении, но и в поперечном. Причем части-
цы, которые находятся в фазах от 0   до  ,  увлекаются в другом попереч-
ном направлении, чем частицы, находящиеся в фазах  от   до 2 . При 
этом ускоряемые сгустки частиц быстро разрушаются полем лазерного 
излучения. Однако, если ускоряемые частицы имели достаточно большую 
первоначальную энергию (как на рис. 1.8), то отклонения в поперечном 
направлении значительно уменьшаются. Таким образом, ускорение по-
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лем лазерного излучения, по-видимому, является наиболее эффективным 
для доускорения частиц, уже имеющих значительную энергию.  
Выше мы видели, что динамика заряженной частицы в поле попе-
речной электромагнитной волны такова, что частица увлекается волной 
в направлении распространения волны. При этом скорость частицы пе-
риодически возвращается к своему начальному значению. Например, 
периодически обращается в ноль, если до взаимодействия с волной  
частица покоилась в рассматриваемой системе координат. Такой согла-
сованный процесс обмена энергией между частицей и волной может 
быть нарушен, если в процесс взаимодействия включатся другие силы. 
Выше мы видели, как на этот процесс влияют силы трения. Также могут 
влиять и другие силы. Например, если частица будет взаимодействовать 
не с одной волной, а с двумя волнами.  
 
 
 
Рассмотрим заряженную частицу (электрон), которая движется во 
внешнем постоянном магнитном поле величины 0 ,H  направленном 
вдоль оси z , и в поле электромагнитной волны произвольной поляриза-
ции. Компоненты поля этой волны определяются формулами (1.1) (смот-
ри раздел 1.2). Без ограничения общности можно считать, что вектор k  
имеет только две отличные от нуля компоненты xk  и zk . В тех же без-
размерных переменных, которые были введены в разделе 1.2, уравнения 
движения частицы можно привести к виду: 
     1 Re Re ;
/ ; / 1,
i i Hkp kP e p e pe
r p kp
  
  
  
     
 
  
   
 
 
(1.32) 
где 
0 0 0, / ; / ; .Ht e H H eH mc kr           
Система уравнений (1.32) отличается от системы уравнений (1.2) 
только последним слагаемым в правой части первого векторного урав-
нения. Это слагаемое описывает силу Лоренца, которая действует на  
частицу в постоянном внешнем поле. Помножив первое из уравнений 
(1.32) на p  и учитывая, что 2 2 1p    , получим следующее уравнение 
для изменения энергии частицы: 
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 Re iv e  . (1.33) 
Используя это уравнение, из уравнений (1.32) найдем следующий 
интеграл движения: 
   Re i Hp i e re k const      . (1.34) 
Интеграл (1.34) является обобщением интегралов, полученных 
выше (формула (1.4)). Обобщение заключается в учете внешнего маг-
нитного поля 0H . Для дальнейшего удобно перейти к новым перемен-
ным ||, , ,p p    и  , которые связаны со старыми следующими соотно-
шениями: 
||cos , sin , , sin , cosx y z
H H
p p
p p p p p p x y     
 
 
        . 
(1.35) 
 
В этих переменных уравнения (1.32) с учетом интеграла (1.34) 
примут вид: 
 
 
1 cos cos ;
1
sin sin
z z x n y n n x z z n n
n n
z zH x
x n y n n y n n
n
n n
p k v J J k v J
k v n k v
J J J
p p
    
 

     
 


 
 
    
 
  
      
 
 
 
          
sin ;x z z n n
n
k v
J
p
 

                                                                             
 || cos ;n z n z x x z n z y n
n
n
p J k v k v J k v J    

  
       
   
1
1 cos cosxx z n n y n z n n
n nH H
k
k v J v J v J     
 
 

 
       
 sin 1 ;y n n z z x
nH
n
J k v k v

 
 

 
     
 
  
cos ;n n x z z y n
n
n
J v v v J    

 
       
  
  
; .z n z xz v k z k n         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(1.36) 
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При получении (1.36) мы воспользовались разложением  
     cos sin cosn
n
x J x n   


   , 
(1.37) 
где /x Hk p  .  
Рассмотрим случай малых амплитуд электромагнитной волны  
( 0 1  ). При этом эффективное взаимодействие частицы с волной про-
исходит при выполнении одного из резонансных условий 
  0
0
1 0Hs o z zk v s



     . (1.38) 
Считая условие (1.38) выполненным и вводя резонансную фазу 
s s     из системы уравнений (1.36), получим после усреднения 
следующие уравнения движения: 
  0
1
1 cos ;z z s sp k v W
p
 

        0
1
cos ;z z s sp k W  

           
                    1;Hs s z zk v s



                  0 cos ,s sW

 

         
 
 
(1.39) 
где  , / .s x s y s z z s x H
s
W p J p J p J k p    

  
     
Последнее уравнение системы (1.39) является следствием осталь-
ных. При получении (1.39) мы пренебрегли членами, пропорциональ-
ными произведению малых множителей: 0s . 
Следует обратить внимание, что система уравнения (1.39) получе-
на после усреднения по быстроменяющимся фазам (нерезонансным фа-
зам). При этом в зависимости от параметров волны и частицы возможны 
резонансы на различных гармониках циклотронной частоты, т.е. 
в принципе величина  s   может приобретать различные целочисленные 
значения. Однако, если волна распространяется строго вдоль направле-
ния внешнего постоянного магнитного поля и ее поперечной структурой 
можно пренебречь, то в полученных выше формулах следует положить 
0x yk k  . При этом 0  . Следствием этого является тот факт, что 
отличными от нуля остаются только члены, описывающие резонансы 
с 0, 1s   , т.е. описывающие черенковский резонанс, а также резонан-
сы на нормальном и аномальном эффектах Доплера. Таким образом, 
возбуждение гармоник циклотронной частоты обусловлено неоднород-
ной поперечной структурой возбуждаемого поля.  
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Качественный анализ интегралов движения. Полученные выше 
уравнения, описывающие динамику движения частицы даже в своем 
укороченном виде (1.39), достаточно сложны для анализа. Поэтому пред-
ставляет значительный интерес получить как можно большую инфор-
мацию из анализа интегралов движения (1.34) и из резонансных усло-
вий (1.38). Кроме того, так как  безразмерные амплитуды возбуждаемых 
волн ( ) практически всегда малы, то значительный обмен энергии 
между волной и частицами может происходить только в условиях доста-
точно длительного синхронного взаимодействия волны с частицей. При 
этом представляет интерес рассмотреть динамику изменения фазы вол-
ны (
s s    ) относительно взаимодействующей с нею частицей. 
Уравнение для фазы, интегралы и резонансные условия представляют 
собой простые алгебраические соотношения. Их анализ может быть про-
веден в полной мере и с необходимой подробностью.  
Следует отметить, что движение частицы в пространстве (
||, ,p p  ) 
может происходить только по следующей поверхности: 
2 2 2
|| 1.p p     (1.40) 
Поверхность (1.40) представляет собой гиперболоид вращения. 
Необходимо иметь в виду, что не вся поверхность гиперболоида, описы-
ваемая уравнением (1.40), доступна частицам. Очевидно, что в области, 
определяемые неравенствами 1   или 0p  , частица попасть не мо-
жет. Поверхность гиперболоида (1.40) представлена на рис. 1.9 (пред-
ставлена только верхняя физически доступная часть гиперболоида).  
 
 
 
Рис. 1.9. Гиперболоид  
вращения (1.40) 
 
 
Рис. 1.10. Прямые интегралов на  
плоскости ( ||, p ) для случая 1zk   
Анализ интегралов. Интеграл (1.35) представлен в векторном виде. 
В действительности мы имеем три алгебраических соотношения (проек-
ции интеграла (1.35) на оси декартовой системы координат , ,x y z ), кото-
p
l l
C=3
C=2
C=1
C= 0


i
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рые остаются постоянными в процессе взаимодействия частицы с волной, 
т.е. также являются интегралами. Из этих трех интегралов особое значе-
ние имеет третий, т.е. проекция интеграла (1.35) на ось z . Этот интеграл 
существенно упрощается в случае, когда волна строго распространяется 
вдоль оси z  ( 0, 0x yk k k   ). Он упрощается  также при усреднении 
этого интеграла по быстрой фазе .kr    В этих двух случаях инте-
грал приобретает вид: 
|| ||,0 0 .z zp k p k C const       (1.41) 
В (1.41) индексом «0» обозначены начальные значения продольно-
го импульса частицы и ее энергии. 
Любопытно отметить, что интеграл (1.41) является следствием за-
конов сохранения энергии и импульса при излучении кванта волны за-
ряженной частицей. Действительно, эти законы можно представить 
в виде    
2
0 / ,mc        
0 / .fp p p e mcv      
Легко видеть, что, подставляя   из первого уравнения во второе, 
мы получим интеграл (1.41), если квант излучается в направлении оси 
z . Причем полученное соотношение не содержит постоянной Планка, 
т.е. является классическим. Интеграл (1.41) на плоскости ( ||, p ) пред-
ставляет собой уравнения параллельных прямых, которые отличаются 
друг от друга различным значением константы C . Несколько таких 
прямых представлены на рис. 1.10. Наклон этих интегралов относитель-
но оси определяется продольным волновым числом zk и равен 
 1i zarctg k  . Забегая вперед (см. ниже), отметим, что резонансы на 
плоскости ( ||, p ) также представляют собой прямые линии, угол накло-
на которых относительно оси  равен . Легко увидеть, что 
если волна распространяется строго вдоль внешнего постоянного  
магнитного поля в вакууме, то  и прямые интегралов оказываются 
параллельными прямым резонансов. Если кроме того константа  рав-
няется , то эти прямые будут совпадать. Эти частные условия  
являются условиями авторезонанса, и имеют значительный самостоя-
тельный интерес (смотри ниже разделы 1.4 и 2.4).  
Рассмотрим проекцию линии интегралов на гиперболоиде на 
плоскость ( ). Легко видеть, что эта проекция представляет собой ли-
нию второго порядка и может быть представлена следующей формулой:  
||p  r zarctg k 
1zk 
C
Hs 
, p 
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, 
(1.42) 
где ,  ,  
 
Уравнение (1.42) при  представляет собой уравнение 
эллипса, центр которого расположен в точке . Этот случай, 
в частности, выполняется при взаимодействии частицы с медленной 
волной ( ). При этом представляет интерес найти условия, при ко-
торых частица может полностью отдавать всю свою энергию волне. Если 
частица отдает всю свою  энергию волне, то  и константа 
 равняется . В этом случае должны выполняться следующие соот-
ношения между начальным значением продольного импульса 
и начальной энергией: . Интересно отметить, что в про-
цессе передачи энергии от частицы к волне поперечный импульс части-
цы вначале растет, достигает своего максимума, равного , 
а затем уменьшается до нуля. Характерный вид интеграла для этого 
случая на плоскости представлен на рис. 1.11. 
 
 
 
Рис. 1.11. Эллипс (1.42) – проекция  
интеграла (1.41) на плоскость  
( *  , p ) для случая 1zk  .  
На рисунке представлен случай, когда 
 2 2* / 1z zk k   , при котором  
возможна полная передача энергии  
от частицы к волне 
 
 
 
Рис. 1.12. Характерный вид проекции 
интеграла (1.41) на плоскость  
(  *  , p ) для случая 1zk  .  
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Если взаимодействие частицы происходит с быстрой волной  
(  ), то линия пересечения интеграла с гиперболоидом представ-
ляет собой гиперболу. В этом случае в уравнении (1.42) параметр от-
рицателен. Вид проекции этой гиперболы на плоскость (  ) пред-
ставлен на рис. 1.12. Из этого рисунка видно, что передача энергии от 
частицы к волне происходит при монотонном уменьшении поперечного 
импульса. Полная передача энергии от частице к волне  проис-
ходит при тех же начальных условиях, что и при взаимодействии с мед-
ленной волной, т.е. при  . 
 
 
 
Рис. 1.13. Проекция интегралов (1.41) 
на плоскость 
( ,p p ) для случая 1zk   
 
 
 
 
 
Рис. 1.14. Проекция интеграла (1.41)  
на плоскость ( ,p p )  
для случая 1zk   
 
Определенный интерес при обмене энергии между частицей и волной 
представляет зависимость продольного импульса от поперечного импульса. 
Используя уравнение гиперболоида (1.40) и выражение для интеграла 
(1.41) для случая 1zk  , эту зависимость можно выразить уравнением 
 
2
2
|| *
2 2
1
p pp
A B


  , 
 
(1.43) 
где  2 2 2/ 1 1zA C k     ,      
2
2 2 2 2 21 / 1z z zB k C k k      
, 
 2* / 1 .zp C k      
Уравнение (1.43) при 1zk   представляет собой уравнение гипер-
болы (см. рис.1.13).   
В этом случае передача энергии от частицы к волне происходит 
при одновременном, монотонном уменьшении как продольного, так 
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и поперечного импульсов. Если взаимодействие частицы происходит 
с медленной волной ( ), то уравнение (1.43) представляет собой  
эллипс (см. рис. 1.14), и передача энергии от частицы к волне может  
сопровождаться первоначальным ростом поперечного импульса с после-
дующим его уменьшением до нуля.  
 
 
 
Рис. 1.15. Динамика ведущих 
центров двух частиц, массы 
которых слегка различаются 

Линия резонанса s
  k p sz z H
p kz z  const1
Линия резонанса s+1
Ширина
резонанса
Колебания около
резонанса
  0 0, ,,s z sp pz
 
Рис. 1.16. Расположение резонансов  
и одного из интегралов (1.34) на плоскости 
 ,zp   
Отметим также, что на плоскости ( ||, p ) интеграл (1.41) представ-
ляет собой неограниченные лучи при  1zk   и ограниченные отрезки 
прямых при взаимодействии частицы с медленной  волной ( 1zk  ).  
Анализ резонансов. Резонансные условия (1.38) на плоскости  
( ||, p ), также как и интегралы (1.41), представляют собой уравнения 
прямых (см. рис.1.10). На этом рисунке угол    определяется продоль-
ным волновым числом zk  и равен  r zarctg k  . В отличие от инте-
гральных прямых резонансные прямые представляют собой лучи при 
1zk   и ограниченные отрезки при взаимодействии частицы с быстрой 
волной ( 1zk  ).  
Особенности динамики частиц в условиях нарушения теоремы 
о непрерывной зависимости решений от параметров. Сепаратор. 
В большинстве физических задач малые изменения параметров изучае-
мой системы приводят к малым изменениям в ее динамике. Такое поло-
жение дел гарантируется теоремой о непрерывной зависимости решений 
уравнений от изменений параметров. Однако это справедливо только 
вдали от бифуркационных значений параметров изучаемой системы. 
Причем следует различать опасные и безопасные бифуркационные гра-
ницы в пространстве параметров. При пересечении опасных границ сколь 
угодно малые отклонения от этой границы не позволяют системе вернуть-
1zk 
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ся в исходное состояние (динамика в окрестности этих границ описывается 
взрывными неустойчивостями). При переходе через обычные (безопасные) 
границы малые отклонения от этой границы позволяют системе вернуться 
в исходное состояние (в окрестности этой границы неустойчивости экспо-
ненциальные). Во всех случаях области параметров, в которых происходит 
качественное изменение динамики изучаемой системы, представляют 
особый интерес. Такие области требуют внимательного изучения.  
В настоящем разделе мы покажем, что динамика ведущих центров 
заряженных частиц имеет область параметров, в окрестности  которых 
происходит качественное изменение динамики этих центров. Ниже мы 
будем рассматривать динамику этих центров. В постоянных однородных 
внешних магнитных полях  динамика ведущего центра заряженных ча-
стиц выражена слабо. Она определяется только нелинейными эффектами. 
В большинстве случаев этой динамикой можно пренебречь. Так обстоят 
дела при анализе высокочастотных приборов, работа которых основана на 
циклотронных резонансах, например, в мазерах на циклотронных резо-
нансах. Однако именно динамика ведущих центров, как будет видно ни-
же, может быть наиболее чувствительной к малому изменению парамет-
ров системы. В частности, к малому изменению массы частицы.  
Для простоты ниже мы рассмотрим наиболее простую структуру 
полей, когда плоская электромагнитная волна с линейной поляризаци-
ей распространяется строго перпендикулярно внешнему магнитному 
полю и магнитная компонента поля этой волны коллинеарна внешнему 
магнитному полю. Кроме того, нас будут интересовать условия, близкие 
к ионным циклотронным резонансам. Это означает, что частота внешней 
волны близка к ионной циклотронной частоте. В этом случае параметр 
силы волны можно переписать как отношение напряженности электри-
ческого поля электромагнитной волны к напряженности постоянного 
магнитного поля ( /E H  ). Практически всегда этот параметр мал. 
Кроме того, при анализе динамики ионов эффектами релятивизма мож-
но пренебречь. Воспользовавшись малостью этих параметров, можно по-
лучить следующую систему укороченных уравнений, которая справед-
лива в окрестности ионных циклотронных резонансов:     
 1 11 sin
2
H
V

      ,           10.5 cosV       , 
1sinV       , 
 
 
(1.44) 
где  /H q H M c      – безразмерная  ионная циклотронная частота. 
Из этих уравнений видно, что первые два уравнения представляют 
собой полностью замкнутую систему уравнений относительно перемен-
ных V  и 1 . После решения этой пары уравнений:  1 1H   , 
   1(0) sin / 2 1HV V        находим уравнение, определяющее ди-
намику ведущего центра  :  
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   1 1(0) sin / 2 1 sinHV              . (1.45) 
Из этого уравнения видно, что второе слагаемое в квадратной 
скобке представляет собой разрывную функцию от параметра H . Точка 
1H   является точкой разрыва второго рода. В этом случае условия 
теоремы о непрерывной зависимости решения от параметров не выпол-
няются. Динамика изучаемой системы может существенно различаться 
при незначительном изменении параметра H . Действительно, учиты-
вая, что параметр /E H  мал,  уравнение (1.45) можно усреднить по 
фазе 1 . Решение, описывающее усредненную динамику ведущего цент-
ра, можно представить в следующем виде: 
 2 / 4 1H      ,  (0).V V  (1.46) 
Здесь угловыми скобками обозначено усреднение по 1 . Из вида 
выражения для   следует, что можно подобрать такую частоту  , что 
частицы с одной массой будут двигаться в одном направлении ( 1H  ), 
а частицы с другой массой ( 1H  )  – в другом направлении. Исходная 
система уравнений (не усредненная) была посчитана численно. Результа-
ты этих расчетов представлены на рис. 1.15. Здесь представлена зависи-
мость положения ведущего центра от времени для двух частиц. Масса од-
ной частицы такова, что  1 0.05.H    Ведущий центр этой частицы 
движется в положительном направлении оси x . Масса другой частицы 
слегка отличается от массы первой:  1 0.05H    . Видно, что ведущий 
центр этой частицы движется в противоположном  направлении – в отри-
цательном направлении оси x . Рассмотренная выше модель не слишком 
удобна для практической реализации. Похоже, что значительно интерес-
нее для реализации будет модель, когда поле волны представляет собой 
поле ионнозвуковой волны. Это волна продольная. Ее волновой вектор 
параллелен вектору напряженности электрического поля волны. Магнит-
ной составляющей волна не имеет. Легко показать, что в поле такой вол-
ны сохраняются все описанные выше особенности динамики частиц.  
 
 
 
Циклотронные резонансы широко используются в физике плазмы 
и в физической электронике. На основе этих резонансов разработаны 
разнообразные схемы нагрева частиц плазмы. Они лежат в основе цело-
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го ряда гирорезонансных приборов (смотри, например, [19-21]). Особый 
интерес представляют условия, когда условия циклотронных резонансов 
не меняются в результате обмена энергией между волной и частицами. 
При этом условия циклотронных резонансов совпадают с интегралами 
движения частиц. Такие условия называются циклотронными авторезо-
нансами, или просто авторезонансами. Впервые на такие условия было 
указано в работах [22, 23]. Анализу динамики частиц в условиях авторе-
зонанса посвящено много работ. Достаточно указать на последние обзо-
ры [24, 25] и на цитируемую там литературу. Однако, несмотря на такую 
эффективность и на тот факт, что теория циклотронных резонансов, 
в частности теория авторезонанса, достаточно хорошо разработана, авто-
резонанс, насколько нам известно, не нашел должного использования. 
В частности, при попытках создать источники интенсивного когерентно-
го миллиметрового излучения, работа которых основана на принципе 
авторезонанса (МЦАР). Оказалось, что эффективность таких устройств 
значительно ниже, чем предполагалось. Вместо предполагаемой эффек-
тивности в 20-40 процентах удавалось добиться эффективности всего 
лишь в 2-4 процента (смотри [25] и цитированную там литературу). Ав-
торы обзора [25] отмечают, что одним из возможных объяснений такой 
малой эффективности является отсутствие учета в теоретических расче-
тах влияния несинхронных (нерезонансных) волн и сил. Действительно, 
в теоретических расчетах, в основном, учитываются только резонансные 
моды электродинамической структуры, которые эффективно взаимодей-
ствуют с потоками заряженных частиц. Нерезонансные моды в большин-
стве случаев во внимание не принимаются. В обзоре [25], в частности, 
указано, что когда таких нерезонансных мод становится достаточно мно-
го, они могут не только количественно, но и качественно менять эффек-
тивность взаимодействия между частицами и волнами.  
В настоящем разделе мы обращаем внимание на некоторые новые 
особенности динамики заряженных частиц в условиях, близких к услови-
ям авторезонанса. В частности, показана разница в динамике частиц при 
их ускорении и при передаче энергии волнам (при торможении). Кроме 
того, показана разница в динамике частиц на больших интервалах вре-
мени (асимптотически) от динамики частиц на малых интервалах време-
ни. Кроме того в разделе будет показано, что динамика частиц в условиях, 
близких к авторезонансу, аномально чувствительна к флуктуациям. 
Даже простой анализ системы уравнений (1.39) или (1.36) может 
вскрыть важные особенности динамики взаимодействия заряженных 
частиц с полем электромагнитной волны. Например, если волна распро-
страняется строго вдоль направления внешнего постоянного магнитного 
поля и ее поперечной структурой можно пренебречь, то в полученных 
выше формулах следует положить 0x yk k  . При этом 0  . След-
ствием этого является тот факт, что отличными от нуля остаются только 
члены, описывающие резонансы с 0, 1s   , т.е. описывающие черен-
ковский резонанс ( 0s  ) и резонансы на нормальном 1s    и ано-
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мальном 1s   эффектах Доплера. Таким образом, в условиях авторезо-
нанса эффективное взаимодействие частиц с полем происходит только в 
условиях этих резонансов. В частности, отсюда следует, что возбуждае-
мые поля на частотах гармоник циклотронной частоты должны иметь 
неоднородную поперечною структуру. 
Для дальнейшего анализа воспользуемся тем фактом, что измене-
ние энергии частиц происходит значительно медленнее, чем фазовые 
изменения. В этом случае можно в системе уравнений (1.39) ограничить-
ся линейными по   членами. В результате  получим: 
2
0 0
2
0
0
cos 0s s s s
d R
W
d
  

   
 

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(1.47) 
Из этого уравнения легко найти значение ширины нелинейного 
резонанса в энергетических единицах: 
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 
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(1.48) 
Используя интегралы (1.34) и резонансные условия (1.38), можно 
найти расстояние между циклотронными резонансами: 
 2/ 1H zk   . (1.49) 
Учитывая, что  / ~ (1 ),s zR k    можно сделать заключение 
о том, что при приближении к авторезонансу ( (1 ) 0zk  ) растет как 
ширина нелинейного резонанса, так и расстояние между ними. Однако 
видно, что расстояние между резонансами растет значительно быстрее. 
Это означает, что в условиях авторезонанса нелинейные резонансы не 
будут перекрываться. Соответственно, не будут возникать режимы с ди-
намическим хаосом. Динамика частиц будет регулярной. Отметим, что, 
по-видимому, этот результат был впервые получен в работе [26]. На 
рис. 1.10, 1.16  представлены прямые интегралов (1.34) и прямые резо-
нансов. В условиях авторезонанса эти прямые параллельны.  
Регулярная динамика заряженных частиц. Рассмотрим регуляр-
ную динамику в условиях, близких к авторезонансу. При этом будем 
считать, что    ,0,0 1,0,0x   ,  0k  , 0  , 1 / 2W p . 
Система уравнений (1.39) в этих условиях приобретает вид: 
  0 1
1
1 / cos ;
2
zp p         0 1cos ;
2
z
p
p  



 
 1 1 /z HR p             0 1/ 2 cos .p        
 
(1.50) 
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Правые части уравнений для энергии и продольного импульса  
совпадают. В результате имеется такой интеграл: 
0 (0)z zp p C     . (1.51) 
Используем этот интеграл и связь энергии с импульсом: 
2 2 21 zp p    , получим такое выражение для квадрата поперечного 
импульса: 
2 2 22 1 2 1.zp C C p C C        
Рассмотрим процесс ускорения. Пусть энергия частицы после уско-
рения стала существенно больше начальной, тогда 2p C  . При  
авторезонансе 
1 const  . Поэтому из последнего уравнения системы 
(1.50) получим следующую зависимость энергии частицы при ускорении 
в условиях авторезонанса:  
   
2/3 2/33/2
0M M      , 
(1.52) 
где  
3/2
0 1cos 3 / 2 .M C      
 
Такая зависимость энергии частицы от времени в условиях авторе-
зонанса была впервые получена уже в первых работах по авторезонансу. 
Рассмотрим теперь процесс торможения частицы в условиях авторезо-
нанса. При торможении можно считать, что:  0zp  , 
2 2 1p C   . Из 
этих соотношений легко находим следующую зависимость энергии час-
тицы от времени при торможении в условиях авторезонанса: 
2
0 D    , 
 
(1.53) 
где 2
0 11 cos 0.D C      
Сравнивая выражения (1.52) и (1.53), мы видим, что законы обме-
на энергией при ускорении и при торможении отличаются. Это асимпто-
тические формулы.  
Динамика частиц на коротких интервалах времени. На коротких 
интервалах времени временная динамика в большинстве случаев отли-
чается от асимптотической динамики. Однако для многих важных при-
ложений (например, для изучения процессов развития неустойчивостей, 
в частности неустойчивостей на циклотронных резонансах) нет необхо-
димости знать асимптотическое поведение зависимых переменных.  
Более того, это знание может помешать правильной оценке анализируе-
мых процессов. Во многих случаях нам нужно знать динамику процессов 
на достаточно малых временах. На тех временах, в течение которых раз-
вивается неустойчивость. Важным и впечатляющим примером факта, 
что динамика на малых временах может качественно отличаться от ди-
намики на больших временах, может служить закон распада. Действи-
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тельно, как известно, этот закон имеет следующий привычный вид: 
( ) exp( )P    , где ( )P  – вероятность найти систему в момент вре-
мени   в исходном, нераспавшемся состоянии. Однако этот закон спра-
ведлив только на больших временах ( 1  ). На малых временах он 
имеет вид:  
2
( ) 1 , 1P      
 
. Обратим внимание на то, что до-
бавок к единице в последней формуле пропорционален квадрату малого 
параметра. Такую зависимость нельзя получить, если раскладывать 
асимптотическую формулу, считая, что параметр мал ( 1  ).  
Такая особенность процесса распада квантовых систем впервые была 
обнаружена в работе [27]. Эта особенность распада на малых временах 
является ключевым элементом квантового эффекта Зенона. Динамику 
на малых временах нужно также знать при анализе развития разного 
рода неустойчивостей. Особенно при анализе развития и подавления 
неустойчивостей. В нашем случае, при наличии флуктуации разница 
в динамике на больших временах и на малых временах также может 
играть существенную роль. Покажем это. На малых интервалах времени 
динамика взаимодействия между волной и частицей при авторезонансе 
может быть описана линеаризованной системой уравнений (1.39). Чтобы 
ее проанализировать, рассмотрим линеаризованную систему (1.39). Для 
этого подставим в (1.39) 
1 0    , 1  , 1    , 1,   а в пра-
вую часть уравнений  системы (1.39), учитывая, что  они содержат малый 
множитель 0 , поставим невозмущенные значения параметров. Эту ли-
неаризованную систему можно представить в виде: 
 1 0 1 0 0 0/ 2 cosW         ,     , ,
d d
B d
d d
 
 
 
     
 
(1.54) 
где  0 1 0 0/ 2 sinB W   ,   
0
R
d
 



. 
Общее выражение для энергии частицы приобретает вид:  
 0 1 0 0 0/ 2 cos .W           (1.55) 
Из (1.54) и (1.55) следует, что только для тех частиц, для которых 
0d B  , малая добавка   к энергии может оказаться существенной. 
Для остальных этой добавкой можно пренебречь. Более того, в условиях 
авторезонанса ( 0d  ), 1const    и для всех частиц эта добавка 
несущественна. Таким образом, в условиях авторезонанса на коротких 
временах регулярная динамика частиц для ускоряемых частиц и для 
частиц, что тормозятся, одинакова. 
Следует заметить, что, говоря о малых временах, мы всегда имеем 
в виду малые времена для тех процессов, которые мы рассматриваем. 
В частности, малые времена для процессов, которые описываются укоро-
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ченными уравнениями, в действительности могут означать достаточно 
большие времена для исходных высокочастотных процессов.  
Кратко сформулируем наиболее важные результаты этого раздела:   
1. Ширина нелинейных циклотронных резонансов оказывается 
обратно пропорциональной корню квадратному от производной по энер-
гии от параметра / 1s z z HR k s      :  01 /s sR    . В свою 
очередь, расстояния между нелинейными циклотронными резонансами 
оказываются обратно пропорциональными первой степени этой произ-
водной:  01/ /sR   . В результате  динамический хаос, обуслов-
ленный возникновением гомоклинической структуры (перекрытие не-
линейных циклотронных резонансов), не развивается. 
2. Имеется отличие в асимптотической динамике процесса уско-
рения заряженных частиц:    
2/3 2/33/2
0B B      и в динамике час-
тиц, попавших в фазу торможения: 
2
0 V    , где 
2
0 11 cos 0HV       . Отсюда следует, что те частицы, которые попали 
в ускоряющую фазу, будут быстрее и эффективнее отбирать энергию 
у волны, чем те частицы, которые будут передавать энергию волне.  
 
 
 
В предыдущем разделе мы показали, что при достаточно больших 
амплитудах волны, когда имеет место перекрытие нелинейных резонан-
сов, движение заряженных частиц становится стохастическим. Можно 
ожидать, что если в системе осцилляторов в результате развития кол-
лективной неустойчивости амплитуда возбуждаемого поля достигнет 
значения, при котором наступает перекрытие нелинейных резонансов, 
то движение частиц станет стохастически неустойчивым, и система  
осцилляторов перейдет в режим возбуждения стохастических колебаний. 
Кроме того, можно ожидать, что наличие нескоррелированного хаоти-
ческого движения частиц будет препятствовать развитию неустойчиво-
стей. Тем самым механизм развития стохастической неустойчивости мо-
жет оказаться механизмом стабилизации уровня возбуждаемых полей.  
Чтобы разобраться в этих вопросах, следует решить полную само-
согласованную нелинейную задачу о возбуждении колебаний системой 
осцилляторов. Для простоты мы будем считать, что электромагнитные 
колебания возбуждаются системой холодных сфазированных осциллято-
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ров. Функцию распределения таких осцилляторов можно представить 
в виде: 
     ,0 0 /z H
n
f p p p t
p
       

      , 
 
(1.56) 
где n  – плотность осцилляторов.  
Таким образом, мы будем рассматривать систему осцилляторов, ко-
торая неподвижна вдоль оси z  и которая в начальный момент времени 
имеет только поперечную составляющую импульса. Ось z , как и ранее, 
направлена вдоль однородного постоянного внешнего магнитного поля. 
Полная самосогласованная система уравнений, описывающая воз-
буждение электромагнитного излучения осцилляторами (1.56), содержит 
уравнение движения для частиц и уравнение Максвелла для электро-
магнитного поля: 
 0
dp e
eE p H H
dt mc
   
 
,      
dr p
dt mc
  
, 0, 4 , 4 .
H E
c rotE divH c rotH j divE
t t
 
 
 
        
 
 
(1.57) 
Здесь E  и H  – напряженность электрического и магнитного по-
лей; ,j   – плотность тока и плотность зарядов; ,e m  – заряд и масса 
частицы, соответственно.  
Будем изучать эволюцию пространственно периодического возму-
щения электромагнитного поля с отличными от нуля компонентами 
,x yE E  zH  и волновым вектором  ,0,0xk k , направленным вдоль 
оси x . Тогда выражения для напряженностей электрического и магнит-
ного полей можно представить в виде: 
          , Re exp , Re exp , 0x yE x t E t ikx E t ikx   ,   
      , 0, 0, Re exp , .z xH x t H t ikx k k    
 
(1.58) 
Следует отметить, что в выражениях для полей (1.58) не выделена 
гармоническая зависимость полей от времени. Такой подход позволяет 
корректно описать динамику полей и движение частиц в стохастическом 
режиме, когда возбуждаемые поля имеют широкий частотный спектр.  
Используя обычную процедуру усреднения по пространственному 
периоду возмущения поля, а также теорему Лиувилля о сохранении фа-
зового объема частиц, нетрудно получить следующую самосогласованную 
систему нелинейных уравнений для поля и для частиц пучка:    
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 Re exp Re( exp )yx H x
pdp
h i i
d

 
          , 
   Re exp Re expy xH y
dp p
h i i
d

 
           ,      
xd p
d 

         
 
y
dh
i
d
                
2
0exp
y yb
d p
ih i d
d



  


                 
  
2
0exp .
x b xd p i d
d



  


                    
 
 
 
 
 
 
 
(1.59) 
В уравнениях (1.59) использованы следующие безразмерные пере-
менные и безразмерные параметры: 
2
, 2
,
4
, , , , , .
x yz
x y b
eEp eH e n
kct kx p h
mc mc kc mc kc m kc

       
   
 
Интегрирование в правых частях уравнений (1.59) ведется по 
начальным значениям координат частиц. Система уравнений (1.59), 
также как и система уравнений (1.32) предыдущего раздела 1.9, имеет 
интеграл движения: 
 Im exp .y Hp h i const      (1.60) 
Отметим, что четвертое и пятое уравнения системы (1.59) эквива-
лентны неоднородному уравнению осциллятора и описывают возбужде-
ние поперечного электромагнитного поля частицами. В свою очередь, 
последнее уравнение системы  (1.59) описывает возбуждение в системе 
продольного электрического поля, которое фактически является коллек-
тивным кулоновским полем заряженных частиц. Если в системе уравне-
ния (1.59) считать напряженности поля постоянными величинами, то мы 
придем к задаче движения осцилляторов в заданном электромагнитном 
поле. Если 0b  , то мы приходим к задаче движения одной заряжен-
ной частицы во внешнем постоянном магнитном поле и в поле электро-
магнитной волны заданной амплитуды. Такая задача была решена 
в предыдущем разделе.  
Результаты численного анализа. Полная самосогласованная сис-
тема уравнений (1.59) может быть изучена только численными метода-
ми. Такое рассмотрение было проведено в работе [28-30]. Ниже мы крат-
ко опишем наиболее важные результаты этого анализа. Система урав-
2
, 2
,
4
, , , , , .
x yz
x y b
eEp eH e n
kct kx p h
mc mc kc mc kc m kc

       
  
168                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
нений (1.59), описывающая возбуждение электромагнитных колебаний 
коллективом сфазированных осцилляторов, была решена численно при 
различных значениях плазменной частоты 0.1; 0.3b  , при фиксиро-
ванных значениях циклотронной частоты 0.5H    и начальной энер-
гии 2  . Условие резонанса в этом случае выполняется для 4s  . 
Изучались: эволюция полей во времени, спектры возбуждаемых полей, 
корреляционные функции, а также эволюция функции распределения 
по энергии. Спектральный и корреляционный анализ продольного и по-
перечного электрических полей проводился по формулам: 
2
0
0
1 1
( ) | ( ) | , ( ) ( )exp( ) ,
( ) ( ) ,
T
T T
i
G a a u t i t dt
T
R G e d
   

  

  



 
 
 
 
(1.61) 
где  ( )Ta   –  преобразование Фурье исследуемого процесса  ( )u t .       
Главный результат численного анализа заключается в том, что все 
наиболее важные характеристики динамики частиц и полей полной са-
мосогласованной системы могут быть предсказаны из анализа динамики 
движения отдельной заряженной частицы во внешних электромагнит-
ных полях. При малой плотности заряженных частиц ( 0.1b  ) возбуж-
дается преимущественно поперечная компонента электрического поля. 
На начальной стадии неустойчивости имеет место экспоненциальный 
рост амплитуды поперечного электрического поля. Затем ее рост сменя-
ется медленными осцилляциями, которые обусловлены фазовыми коле-
баниями сгустков частиц в поле волны, которое захватило эти сгустки 
(см. рис. 1.17).      
 
 
Рис. 1.17. Эволюция огибающей  
амплитуды высокочастотного  
поперечного поля. Резонансы  
не перекрыты 
 
Рис. 1.18. Спектр возбужденного  
поперечного  поля. 
Случай изолированного резонанса 
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На этом рисунке пунктирной линией обозначен уровень поля, ко-
торый необходим для перекрытия нелинейных резонансов. Спектр попе-
речной компоненты электрического поля имеет узкий пик на основной 
частоте колебаний ( 1  ) и два сателлита, расположенных по обе сто-
роны пика (рис. 1.18). Возникновение сателлитов обусловлено модуля-
цией волны на частоте фазовых колебаний сгустков частиц в поле вол-
ны. Корреляционная функция поперечного электрического поля пред-
ставляет собой осциллирующую функцию на основной частоте с медлен-
но спадающей амплитудой.  
Зависимость от времени продольного поля имеет более сложный 
вид, обусловленный наложением гармоник гирочастоты. Однако и здесь 
наблюдается экспоненциальный рост амплитуды на начальной стадии 
неустойчивости, который затем сменяется колебаниями ее амплитуды 
с частотой фазовых колебаний частиц в поле поперечной волны. Спектр 
продольного электрического поля имеет несколько узких пиков на гар-
мониках циклотронной частоты:  
0,25 1; 0,5 2;
0,75 3; 1 4.
при s при s
при s при s
 
 
   
   
 
Корреляционная функция продольного поля является периодиче-
ской функцией частоты 0.5   (спектр на этой частоте имеет максимум) 
с медленно спадающей амплитудой.  
Таким образом, пучок осцилляторов с малой плотности возбуждает 
регулярные колебания, спектр которых носит дискретный характер. 
Легко убедиться, что максимальное значение амплитуды поперечного 
поля в этом случае меньше напряженности, необходимой для перекры-
тия резонансов (смотри формулу 2.26). Поэтому частицы находятся 
в изолированном резонансе с волной, и движение их носит практически 
регулярный характер. Анализ эволюции функции распределения частиц 
по энергиям показывает, что возбуждение колебаний сопровождается 
уширением функции распределения. Однако это уширение остается 
в пределах ширины нелинейного резонанса, т.е. частицы движутся 
в изолированном циклотронном резонансе и не переходят в соседние. 
Интересно отметить, что коэффициент полезного действия, который 
определялся соотношением 2 2
0(| | /4 ) / ( 1)pE n mc    , достаточно ве-
лик и достигает в этих условиях 37 %. При увеличении плотности заря-
женных частиц до значений, когда амплитуда возбуждаемого осцилля-
торами поля удовлетворяет условию перекрытия нелинейных резонан-
сов, динамика неустойчивости качественно меняется. Эта динамика бу-
дет описана ниже (раздел 2.3).  
В заключение подчеркнем, что выше мы уделили основное внима-
ние описанию физической картины взаимодействия заряженных частиц 
с электромагнитными волнами в условиях циклотронного синхронизма 
между ними. Анализу работы конкретных приборов было уделено мало 
внимания. Это вызвано тем, что описанию этих приборов посвящена  
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обширная литература. Из МЦР приборов особое внимание привлекают 
гиротроны и мазеры на циклотронном авторезонансе. По механизму фи-
зического взаимодействия заряженных частиц с электромагнитными по-
лями эти приборы существенно отличаются друг от друга. Главное отли-
чие заключается в том, что в гиротронах прямые интегралов перпендику-
лярны прямым резонансов. Так как движение частиц происходит вдоль 
интегральных кривых, то в линейном приближении обмен энергией меж-
ду частицами и волнами отсутствует. Такой обмен возможен только при 
учете конечной величины амплитуды взаимодействующих с частицами 
волн. В условиях изолированного резонанса максимальная величина пе-
реданной энергии будет порядка  ширины нелинейного резонанса. При 
реализации МЦАР прямые резонансов параллельны прямым интегралов 
и синхронное (резонансное) взаимодействие частиц с полем может осу-
ществляться неограниченно долго. Ограничения на величину переданной 
энергии (от частиц поля или наоборот) определяются либо истощением 
энергии источника, либо геометрическими размерами электродинамиче-
ских структур, в которых происходит взаимодействие частиц с полем. 
Следует, конечно, заметить, что эффективность работы гиротронов, не-
смотря на указанное выше обстоятельство об ограниченной величине воз-
можной переданной энергии, достаточно высока. Это вызвано тем фактом, 
что величина возможной передачи энергии от частиц к полю ~   са-
ма по себе достаточно велика. Кроме того, изменение продольных пара-
метров электродинамических структур позволяет увеличить   .  
 
 
 
Выше была рассмотрена регулярная динамика в поле одной элект-
ромагнитной волны или в поле одного нелинейного резонанса. Эти модели 
взаимодействия заряженных частиц с электромагнитными полями являют-
ся идеализированными моделями. Эта идеализация хорошо себя оправды-
вает, когда напряженности полей достаточно малы. И чем меньше напря-
женности полей, тем более оправдана такая идеализация. Однако мы ви-
дели, что эффективность обмена энергией между частицами и волнами рас-
тет с увеличением напряженностей полей. Поэтому представляет интерес 
рассмотреть динамику частиц в поле не одной электромагнитной волны, 
а в поле нескольких электромагнитных волн. Кроме того, при увеличении 
амплитуды электромагнитной волны на частицу, которая движется во 
внешнем постоянном магнитном поле и в поле этой волны, начинает дей-
ствовать не только один изолированный нелинейный циклотронный резо-
нанс, но и другие резонансы. Во всех этих случаях представляет интерес 
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выяснить, какие качественные изменения происходят в динамике частиц? 
Наиболее существенным изменением в этой динамике оказывается качест-
венное изменение этой динамики – регулярная динамика сменяется хаоти-
ческой динамикой. Вторая глава настоящего обзора посвящена описанию 
условий перехода от регулярной динамики к хаотической динамике, а так-
же тем особенностям хаотической динамики, которые при этом возникают. 
Ниже мы увидим, что смена регулярной динамики к хаотической динамике 
может быть вредной. С нею надо бороться. Однако для некоторых приложе-
ний такой переход (от регулярной динамики к хаотической) может быть 
полезным. Оказывается, что режимы с динамическим хаосом реализуют, 
по-видимому, наиболее эффективные схемы бесстолкновительного нагрева 
частиц. Возможно, наиболее интересным результатом второй главы являет-
ся изложение анализа парадигм динамического хаоса (раздел 2.5). Показа-
но, что учет особых решений, а также некоторые замены переменных при-
водят к возникновению режимов с динамическим хаосом в системах с одной 
степенью свободы и даже в полностью интегрируемых системах, а также 
в линейных системах. 
 
 
 
Постановка задачи. Основные уравнения. Интегралы. Рассмотрим 
динамику движения заряженных частиц в поле нескольких электромаг-
нитных волн. Выражения для электрических и магнитных полей этих 
волн можно представить в таком виде: 
n
n
E E , n
n
H H , Re( )n
i
n nE e
 , [ ]n n n
n
c
H k E

 , 
 
(2.1) 
где 
n n nk r t   . 
Эти поля удовлетворяют уравнениям Максвелла. 
Уравнения движения заряженной частицы в полях (2.1) имеют 
традиционный вид: 
[ ]
dP e
eE vH
dt c
  . 
 
(2.2) 
Эти уравнения удобно записать в безразмерных переменных как 
для зависимых, так и для независимых переменных: 
0
n
n



 ,  
dP
P
d
 ,  0t  ,  
P
P
mc
 , 
v
r
c
 ,  n
n
n
eE
E
mc
 ,  
0
n
n
k c
k

 ,  0 .r r
c

  
172                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
Уравнение (2.2) удобно дополнить уравнением для энергии: 
0
P eE
mc

 
 . 
 
 
(2.3) 
Подставляя поля (2.1) в уравнения (2.2) и (2.3) и пользуясь этими 
безразмерными переменными, можно получить следующие, удобные для 
дальнейшего анализа уравнения: 
   n n n n n
n n
P E k r k rE    , n n
n
P
E 

  , 
 
 
(2.4) 
где  Re nin nE e ,  n n nk r    , 
Введем некую вспомогательную характеристику частицы, которую 
мы будем в дальнейшем называть парциальной энергией частицы, кото-
рая удовлетворяет следующему уравнению: 
( )n n nrE  . 
(2.5) 
Из определения этой парциальной энергии следует, что она опре-
деляет то значение энергии, которую имела бы частица, если бы двига-
лась только в поле одной n -ой электромагнитной волны. Используя 
определение этой парциальной энергии, мы из уравнений (2.4), (2.5) по-
лучим следующий интеграл движения: 
Re( )n
i n
n n
n n n
k
P i e C
 

    . 
 
(2.6) 
Возможная диаграмма взаимодействующих с частицами волн 
представлена на рис. 2.1. В общем случае, уравнения (2.4) и (2.5) сов-
местно с интегралом (2.6) могут быть изучены только численными мето-
дами. Для получения аналитических результатов мы будем считать, что 
параметр силы каждой из действующих на частицу волн мал. В этом 
случае все характеристики частицы (ее энергию, импульс, координату, 
скорость) можно представить в виде суммы медленно меняющейся 
и быстро меняющихся величин: 
P P P    n n n    . 
В этом случае можно получить следующие выражения и уравне-
ния, которые связывают быстрые и медленные переменные: 
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n n
k
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  , 
Re( ) / ,n
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n n n n
n n
P i e k
      
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    , 
n n nvE        Re( )
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n ne
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(2.7) 
где /n n n ni v    . 
Уравнения для быстрых переменных могут быть проинтегрированы: 
 Re /nin n n n ni v e k v      ,    Re ( ) / .n
i
n n n n
n
P ie k v
   
   
Уравнения для медленных переменных приобретут следующий 
вид: 
   
,
1
Re Rem n
i i
n m n
m n
P k i e e
 

   
     
   
,
,
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Re( ) Re( )
1
[cos / 2 cos / 2 ].
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
 
     


 
 
 
 
 
(2.8) 
Ниже мы используем полученные уравнения и интегралы для 
анализа динамики некоторых физических систем, которые представляют 
значительный интерес. 
Схема обращенного лазера на свободных электронах. Одной из пер-
спективных схем ускорения, позволяющей ускорять заряженные частицы 
в вакууме, является схема обращенного лазера на свободных электронах 
(ОЛСЭ). В этой схеме заряженные частицы движутся в поле двух элек-
тромагнитных волн с заданными параметрами. При этом предполагается, 
что нелинейное взаимодействие заряженной частицы с полем этих двух 
поперечных электромагнитных волн эквивалентно взаимодействию заря-
женной частицы с медленной электромагнитной волной, которая имеет 
фазовою скорость, близкую к средней скорости частиц. Кроме того, эта эк-
вивалентная волна имеет продольную компоненту электрического поля. 
Практически речь идет о черенковском взаимодействии ускоряемых за-
ряженных частиц с комбинационной волной. Такая схема ускорения за-
ряженных частиц широко обсуждается в научной литературе. Она обла-
дает многими важными особенностями, из которых мы отметим только тот 
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факт, что ускорение происходит в вакууме и поперечными электромаг-
нитными волнами. Для определения условий эффективного обмена энер-
гии в схеме ОЛСЭ необходимо изучить особенности динамики заряжен-
ных частиц в этой схеме. При этом особое внимание следует обращать на 
зависимость этой динамики от напряженности полей этих волн. Дело 
в том, что в схеме ОЛСЭ, также как и в других схемах ускорения, эффек-
тивность (темп) ускорения оказывается тем выше, чем больше напряжен-
ность поля ускоряющих волн. Ниже мы увидим, что с увеличением 
напряженностей полей растет количество частиц, динамика которых ста-
новится хаотической. В результате качество ускоряемого сгустка значи-
тельно ухудшается. 
Пусть среди тех волн, которые действуют на частицу, имеются 
только две волны (под номером 1 и 2). Биения этих волн формируют 
комбинационную волну, фазовая скорость которой близка к средней ско-
рости частицы. В этом случае динамику частиц можно описать динами-
кой нелинейного маятника (математического маятника). Покажем это. 
Обозначим разность фаз этих волн через  :  1 2    . Для этой разно-
сти фаз получаем следующее дифференциальное уравнение: 
( )
d
v
dt

     , 
 
(2.9) 
где 1 2 ,k k     1 2    . 
При этом мы считаем, что / v  . 
Второе уравнение системы (2.4) с учетом динамики медленных 
и быстрых переменных можно переписать в виде: 
 
1
cos
d
F
d

 
 
   , 
 
(2.10) 
где 1 2 ,  F   – периодическая функция. 
В условиях, близких к черенковскому резонансу частиц с комбина-
ционной волной, фаза меняется медленно. В этом случае первое слагае-
мое правой части уравнения (2.10) описывает медленную нелинейную 
динамику частицы при черенковском резонансе. Второе слагаемое явля-
ется быстроменяющейся функцией. Если строго следовать разделениям 
динамики на быструю динамику и на медленную динамику, то это сла-
гаемое исчезает. Оно описывает связь медленной динамики с быстрой 
динамикой частиц. Если амплитуды волн, которые взаимодействуют 
с частицами, достаточно малы, то этим слагаемым можно пренебречь. 
Однако, как показывают аналитический и численный анализы уравне-
ний (2.9), (2.10), а также численный анализ исходных неукороченных 
уравнений, это слагаемое (т.е. связь быстрого и медленного движения 
частиц) может качественно изменить динамику частиц. Из регулярной 
она становится хаотической.  
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Будем считать, что начальная энергия частицы в точности соответ-
ствует черенковскому резонансу частицы с комбинационной волной. Это 
означает, что 0( ) 0  . Кроме того, учтем, что в результате взаимодей-
ствия волн с частицами энергия частицы изменилась не намного. В этом 
случае расстройку можно разложить в ряд Тейлора: 
0
0( )

 

 
     
 
. 
Тогда уравнения (2.9) и (2.10) будут полностью замкнуты, и примут 
следующий вид: 
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d
d
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 
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
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(2.11) 
Система уравнений (2.11) эквивалентна уравнению математиче-
ского маятника, находящегося под воздействием внешней периодичес-
кой силы  F  : 
 
0
0
cos F

  
 
  
  
 
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(2.12) 
Уравнение (2.12) правильно описывает динамику частиц при малых 
амплитудах действующих на них волн. И чем меньше амплитуды этих 
волн, тем точнее описываемая динамика. Динамика такого нелинейного 
маятника была изучена в работах [31-35]. Эта динамика изучалась ана-
литически и численно. Кроме того, численно исследовалась динамика ис-
ходной системы уравнений (2.4). Исследовалась динамика частиц в 
наиболее интересной конфигурации полей, которая представляет собой 
поле двух распространяющихся навстречу электромагнитных волн. Такая 
конфигурация как раз соответствует схеме ускорения ОЛСЭ. Основные 
результаты этих численных исследований заключаются в следующем: 
  если амплитуды волн малы ( 1  и 2  меньше 0.1), качественно 
динамика частиц соответствует динамике математического маятника; 
  когда амплитуды волн становятся большими 0.1, динамика не-
которых частиц, а именно тех частиц, которые попадают в окрестность 
сепаратрисы математического маятника, становится хаотической.  
Причем чем больше амплитуда волн, тем большее количество частиц 
ускоряемого сгустка включается в хаотическую динамику; 
  только те частицы, которые оказываются в нулевых фазах ком-
бинационной волны, не участвуют в хаотической динамике, они нахо-
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дятся в островке устойчивости.  Однако с увеличением амплитуды таких 
частиц становится меньше. 
Для иллюстрации сформулированного выше результата о возник-
новении хаотической динамики частиц в поле двух поперечных электро-
магнитных волн на рисунке 2.3 представлена характерная зависимость 
энергии частицы от времени. Из этого рисунка видна нерегулярная дина-
мика движения частицы. Эта же нерегулярность движения подтвержда-
ется статистическим анализом: спектры движения широкие, корреляци-
онная функция быстро спадает, показатели Ляпунова положительны. По-
лученные численные результаты находятся в хорошем качественном со-
гласии с анализом динамики частиц на основе уравнения (2.12). 
Таким образом, мы видим, что увеличение напряженности элек-
тромагнитных волн приводит к возникновению хаотической динамики 
ускоряемых частиц. Чем больше напряженности полей, тем большее ко-
личество частиц оказывается вовлеченным в эту динамику. Кроме того, 
с увеличением напряженностей полей  в реальных схемах ОЛСЭ воз-
буждается несколько электромагнитных волн, которые могут создавать 
несколько комбинационных волн, фазовые скорости которых меньше 
скорости света. Качественная дисперсионная диаграмма возникновения 
таких комбинационных волн представлена на рис. 2.1. Если расстояние 
между этими комбинационными волнами оказывается значительно 
большим, чем ширина их нелинейных резонансов, то динамика частиц 
может быть описана одним нелинейным черенковским резонансом. 
Уравнение, которое описывает динамику частиц в этом случае, анало-
гично уравнению (2.12), в котором можно убрать второе слагаемое в пра-
вой части. Отметим, что при этом мы не учитываем связи медленных 
и быстрых движений. Однако в рассматриваемом случае кроме одного 
изолированного резонанса появляется несколько нелинейных черенков-
ских резонансов. Если сепаратрисы этих резонансов соприкоснутся, то 
динамика частиц, как известно, становится хаотической. Кратко опишем 
эту ситуацию. Нам достаточно рассмотреть динамику частиц в поле трех 
волн. Две из этих волн распространяются в одном направлении, третья 
распространяется им навстречу. Условие перекрытия нелинейных резо-
нансов можно записать в виде:  
1 1
0
0 1 02
0 0 0
(  )
i i i iph ph i i
v v
k v
 
 

     
  , 
 
(2.13) 
 
где  0 0 0/ ( ), 1,2,.. , 1iph i i i iv k k i n         . 
Левая часть неравенства (2.13) описывает расстояние между нели-
нейными резонансами. Правая – представляет собой сумму полуширин 
двух рядом расположенных нелинейных резонансов. Если неравенство 
(2.13) выполняется, то динамика частиц становится хаотической. Этот 
факт подтверждается как аналитическими, так и численными исследо-
ваниями. Кратко опишем результаты численного исследования исход-
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ной системы уравнений (2.4) для случая взаимодействия частиц  с тремя 
волнами. Была исследована динамика частиц в поле  малых и одинако-
вых  напряженностях полей 0.03i  и при больших – 0.3i  .  
На рис. 2.2 представлена зависимость изменения энергии от вре-
мени для частиц с начальной скоростью, равной нулю. Волновые векто-
ра волн были равными: 
1 2 30.8,  1, 1.2k k k     . На рис. 2.3 представле-
на временная динамика энергии частиц при большой напряженности 
поля 0.3i  .  
 
 
Рис. 2.1. Дисперсионная диаграмма 
взаимодействующих волн 
Рис. 2.2. Энергия одной частицы 
при 0.03i   
1 2 30.8, 1, 1.2k k k      
 
Рис. 2.3. Энергия одной частицы при  
 
 
Из рис. 2.2 и 2.3  видно, что при малых напряженностях электро-
магнитного поля волн частица совершает регулярные колебания, нахо-
дясь в одном нелинейном резонансе комбинационной волны. С увеличе-
нием напряженности поля под действием полей происходит переход ча-
стицы из резонанса в резонанс, динамика движения частиц носит нере-
гулярный характер со значительными изменениями энергии частицы.  
Стохастический нагрев плазмы лазерным излучением [36, 37]. 
Полученные выше результаты указывают, что появление режимов 
с динамическим хаосом существенно ухудшает качество ускоряемых 
сгустков в схемах ОЛСЭ. Однако развитие режимов с динамическим хаосом 
0.3i 
1 2 30.8, 1, 1.2k k k    
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может быть полезным. В этом разделе будет показано, что, используя 
режимы с динамическим хаосом, можно предложить достаточно простые и 
эффективные схемы нагрева твердотельной плазмы вплоть до температур, 
необходимых для реализации ядерного синтеза. Причем процесс нагрева 
протекает исключительно быстро, так что все известные плазменные 
неустойчивости не успевают развиваться. Для доказательства возможности 
такого нагрева мы воспользуемся всеми полученными выше результатами. 
Будем предполагать, что частота лазерного излучения, которое действует 
на твердотельную мишень, значительно больше, чем плазменная частота. 
Тогда полученные выше результаты в первом приближении могут быть 
использованы. Это означает, что мы можем считать, что в поле лазерного 
излучения выполняется условие (2.13) перекрытия нелинейных черен-
ковских резонансов. При выполнении этих условий можно считать, что 
динамика частиц хаотична. Тогда, проводя усреднение по случайным 
фазам и по случайным положениям частиц, можно найти следующее 
выражение для среднего квадрата изменения энергии частиц: 
     2 24 20/ 4J       . 
  
(2.14) 
 
Здесь угловыми скобками обозначено усреднение по фазам и по 
положению частиц: 
2
0
1 1
( ) lim
2
T
T
L d kr L dt
T



    . 
При выводе (2.14) мы предполагали, что 01 02 0,      
0 1 2J J J J   и что время усреднения является значительно большим 
времени расцепления корреляций движения частиц ( k  ). Время 
расцепления корреляции можно оценить ~ 1/ lnk K   . Здесь K   отно-
шение ширины нелинейных резонансов к расстоянию между ними. При 
1K    время расцепления корреляции соизмеримо с периодом ВЧ-поля. 
Аналогичный анализ динамики частиц можно провести для слу-
чая большого числа взаимодействующих с частицами волн. Аналитиче-
ский анализ практически не отличается от проведенного выше. Были 
проведены и численные расчеты. Отметим наиболее важные результаты 
этих исследований. Скорость роста средней энергии ансамбля частиц и 
ее максимальная энергия зависят как от величины напряженности 
электромагнитных волн, от числа комбинационных волн, участвующих 
во взаимодействии, а также от расстояния между их нелинейными резо-
нансами. Так, максимальная энергия, которую могут набрать частицы 
в случае перекрытия всех черенковских резонансов из N  комбинацион-
ных волн, определяется суммой расстояний между этими резонансами: 
1 0
1
0
 
i i N
N
ph ph ph ph
n
v v v v



   .  
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Представляет интерес сравнить эффективность нагрева плазмы 
полями регулярных электромагнитных волн (в режиме с динамическим 
хаосом) с нагревом плазмы случайными полями. В случайных полях мы 
можем записать следующее уравнение для энергии частиц: 
( ).n
d
vJ
d


  
Здесь nJ  – напряженность поля случайной волны. 
При тех же самых предположениях, при которых получена (2.14), 
найдем: 
 
2 2 2
nv J   .  (2.15) 
 
Предположим, что энергия в поле шумовой волны равна энергии 
поля когерентного излучения. В этом случае 2 2 .n nJ J    Здесь 
,n    
– ширина спектра шумового поля, /Q    – ширина спектра 
когерентного излучения, Q  – добротность оптического резонатора  
(
6 7~ 10 10Q  ).  
Определим сравнительную эффективность этих двух механизмов 
нагрева плазмы как отношение средних квадратов приращения энергии 
в этих механизмах: 
2 2 2
0
2 22
0 0
( ) ( )
.
4( )
n
J Q
K
v
 

 
 

 
 
(2.16) 
 
В подавляющем большинстве случаев 1K  . Следует сказать, что 
и многие другие механизмы нагрева также менее эффективны, чем 
нагрев в режиме динамического хаоса. В частности, можно указать на 
широко известный турбулентный нагрев. В схемах турбулентного нагре-
ва падающее на плазму излучение в результате нелинейных процессов 
возбуждает случайные флуктуации полей в плазме. Именно эти случай-
ные флуктуации и производят нагрев частиц плазмы. Как мы видели 
выше, этот механизм менее эффективен, чем нагрев в динамическом 
режиме. Кроме того, трансформация регулярных падающих на плазму 
полей в случайные поля требует значительного времени. Наиболее 
близкий к рассмотренному сценарий нагрева плазмы связан со столкно-
вениями частиц плотной (твердотельной) плазмы. Частота столкнове-
ний, как известно, пропорциональна плотности плазмы 22 310n cm
и при температуре T=7 keV составляет 
12 110v s . Если частота лазер-
ного излучения 
15 15 10 s   и амплитуда лазерной  волны 0.1J  , 
тогда нагрев плазмы до температуры 7 keV происходит за время 
142 10 ,Ht s
   т.е. за время, значительно меньшее времени столкнове-
ния между частицами. Таким образом, имеется область параметров ла-
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зерного излучения и плазмы, при которых динамический нагрев значи-
тельно эффективнее других механизмов нагрева.  
Оценим возможность использования динамического нагрева твер-
дотельной плазмы до термоядерных температур. В этом случае нам 
нужно нагреть ионы плазмы. В этом случае прямой динамический 
нагрев ионов малоэффективен. Действительно, как следует из формулы 
(4), это время пропорционально четвертой степени массы (  
4
~H im ).  
При этом схема нагрева ионов может выглядеть следующим обра-
зом: лазерное поле
15 1( 0.1, 5 10 )J s    греет плазменные электро-
ны 
22 310n cm до температуры 7 keV. Этот нагрев происходит за время 
1310 .t s  За время 9~10t s нагретые электроны передадут свою энер-
гию ионам. Это время достаточно короткое. За это время твердотельная 
мишень радиуса r = 0.1 не слишком увеличит свои размеры. Отметим, 
что быстрый нагрев электронов и быстрая передача энергии от электро-
нов к ионам позволяет избежать развития плазменных неустойчивостей.  
 
 
 
Выше, в первой главе (раздел 1.5), были сформулированы основ-
ные уравнения, определяющие динамику частиц во внешнем однород-
ном постоянном магнитном поле и в поле одной плоской поперечной 
электромагнитной волны. Динамика частиц в таких полях во многом 
определяется существованием условий циклотронных резонансов. Если 
амплитуда электромагнитной волны достаточно мала, то динамика ча-
стиц практически полностью определяется динамикой одного нелиней-
ного циклотронного резонанса. Характерные особенности этой динамики 
описаны в разделе 1.9 первой главы. Однако, когда амплитуда волны 
увеличивается, нелинейные циклотронные резонансы начинают пере-
крываться. В этом случае динамика частиц становится хаотической. 
Ниже мы найдем условия перекрытия этих нелинейных резонансов, 
и опишем наиболее важные особенности динамики частиц в этих усло-
виях. Условия возникновения динамического хаоса. Определим условия, 
при которых нелинейные циклотронные резонансы перекрываются, т.е. 
найдем условия, когда динамика частиц становится хаотической. Для 
этого будем считать, что энергия частицы в результате взаимодействия 
с электромагнитной волной меняется мало  0 0,       ,  
а резонансное условие (1.38) точно выполнено для частицы с энергией  
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o . Тогда, проводя разложение  s   вблизи o  из последних двух урав-
нений системы (1.39), получим замкнутую систему из двух уравнений 
для определения    и  
s : 
2
0
0 0
1
cos , s zs s
d d k
W
d d
  
 
   

  . 
 
(2.17) 
Уравнения (2.17) представляют собой уравнения математического 
маятника. Из них находим ширину нелинейного резонанса 
 2 20 04 1 /s z sk W      . 
 
(2.18) 
Ширину нелинейного резонанса удобно выразить в энергетических 
единицах 
 204 / 1s s zW k    . 
 
(2.19) 
Для отыскания расстояния между резонансами запишем резо-
нансные условия (1.38) и усредненный закон сохранения (1.34) для двух 
рядом расположенных резонансов 
 1 1 1 11 0, /z s H s s s zk p s p k C           . (2.20) 
0, /z s H s s s zk p s p k C       . (2.21) 
Отметим, что константа C  в интеграле (2.20) и в интеграле (2.21) 
одна и та же. Из этих условий находим следующее значение величины 
расстояния между резонансами: 
 2/ 1H zk   . 
 
(2.22) 
Из выражений (2.19) и (2.22) следует, что при выполнении нера-
венства 
 
2
2 2
0 1/ 4 1H s s zW W k      
. 
 
(2.23) 
сумма полуширин нелинейных резонансов  1 / 2s s     больше рас-
стояния между резонансами  ,  и происходит их перекрытие. Отметим, 
что ширина нелинейного резонанса, а также расстояние между резонан-
сами должны рассчитываться вдоль интегралов движения.  
Для практических целей может оказаться удобным переписать 
формулы (2.19), (2.22) и (2.23) в размерных единицах: 
 2 2 204 /s s zeEW mc k c    . (2.24) 
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 2 2 2/H zk c      . (2.25) 
 
 
2
2 2 2 2
0 1/ 4H z s sE mc e k c W W       , 
(2.26) 
где  / / / , /s x z z s y s x HW sp mc p mc J p mc J k p m       
      . 
Выражение (2.19) для ширины нелинейного резонанса и условие 
(2.23), при выполнении которого возникает стохастическая неустойчи-
вость движения частиц, являются достаточно общими и описывают 
наиболее важные случаи резонансного взаимодействия частиц с элект-
ромагнитными волнами. Действительно, выражение (2.19) дает ширину 
нелинейного резонанса для черенковского взаимодействия частицы 
с полем   0s  , для циклотронных резонансов  0zk  , для нелинейных 
резонансов на нормальном  0s   и аномальном  0s   эффектах До-
плера. Соответственно, выражение (2.23) дает условие возникновения 
стохастической неустойчивости, обусловленной перекрытием соответ-
ствующих нелинейных резонансов. 
Формулировка наиболее важных частных случаев. Обсудим неко-
торые конкретные случаи условия перекрытия нелинейных резонансов 
(2.23). 
1. Рассмотрим взаимодействие частицы с продольной волной в по-
стоянном магнитном поле. Критерий возникновения хаотического дви-
жения заряженной частицы в этих условиях для нерелятивистской ча-
стицы получен в работах [38-40]. В работе [30] эти результаты обобщены 
на релятивистское движение частицы. Формула (2.23) в качестве частно-
го случая содержит эти результаты. Действительно, для продольной 
волны из (39) ( , 0, / )xx y z z
k
k k
k
    
 
с учетом резонансных условий 
 H z zs k p    имеем ( ) /s sW J k   . Считая 1   из (2.23), нахо-
дим следующее условие возникновения стохастической неустойчивости, 
обусловленное перекрытием черенковского ( 0)s   и соседних резонан-
сов на нормальном и аномальном эффектах Доплера: 
 
2
2
1
16 21
H
zk
  




. 
 
(2.27) 
Это выражение с точностью до числового множителя 1
16 2
  совпа-
дает с критерием, полученным в работе [40]. Различие в числовом коэф-
фициенте обусловлено тем, что в работе [40] дана только оценка ширины 
нелинейного резонанса. 
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2. Пусть поперечная электромагнитная волна распространяется 
перпендикулярно внешнему магнитному полю. При этом перекрытие 
резонансов обусловлено только релятивистскими эффектами. Для  
Е-волны (поляризация  = (0,1,0)) критерий перекрытия резонансов 
имеет вид: 
2
0/16 ( )H sp J  
  (2.28) 
и не зависит от продольной скорости. Для Н-волны (0,0,1)   формула 
(2.23) переходит в  
2
0/16 ( )H z sp J   . (2.29) 
В отличие от случая Е-волны амплитуда Н-волны, необходимая 
для развития стохастической неустойчивости, существенно зависит от 
величины продольного импульса. 
3. Рассмотрим условие (2.23) для случая движения частицы в поле 
плоскополяризованной электромагнитной волны, распространяющейся 
под углом    к внешнему магнитному полю в среде с показателем пре-
ломления  1n  . 
Для перекрытия черенковского ( 0)s   и соседних циклотронных 
резонансов в поле Е-волны (cos ,0,sin )    условие (2.23) преобразу-
ется к виду: 
2/16 ( ) (1 )sinH zo o o zov J v      . 
(2.30) 
В поле Н-волны это выражение приобретает вид: 
2 2
0 1 0 0/16 ( ) (1 )H z zv J p v     . 
(2.31) 
Из выражений (2.30) и (2.31) следует, что с увеличением продоль-
ной скорости частицы значение амплитуды волны, необходимое для пе-
рекрытия резонансов, возрастает. 
4. Следует особо отметить случай продольного распространения 
электромагнитной волны в вакууме. При этом 1zk  , и в рамках рас-
сматриваемых приближений, стохастическая неустойчивость не разви-
вается ( )  . В рассматриваемом случае условие резонанса совпада-
ет с интегралом движения (см. формулы (2.20) и (2.21)), и изменение 
энергии частицы в результате взаимодействия ее с волной не выводит ее 
из резонанса, т.е. выполняются условия авторезонанса, который впервые 
был изучен в работах [22, 23]. Таким образом, можно утверждать, что 
в условиях авторезонанса стохастическая неустойчивость движения  
частиц не развивается.  
5. Для целей стохастического ускорения представляет интерес рас-
смотреть случай больших энергий частицы ( 1)  , которая взаимодей-
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ствует с плоской электромагнитной Е-волной ( (0,1,0))  , распростра-
няющейся перпендикулярно внешнему магнитному полю ( 0)zk  . Для 
простоты будем считать, что у частицы нет продольной скорости ( 0)zp  , 
а взаимодействие с волной происходит на высоких циклотронных резо-
нансах ( 1)s  . Последнее условие соответствует случаю стохастическо-
го ускорения частицы в поле волны, частота которой значительно пре-
восходит циклотронную частоту ( )H  . Условие резонанса в рас-
сматриваемом случае имеет вид H
s


 . Так как ~sp  , то 1s   , 
и можно воспользоваться асимптотикой функций Бесселя 
1/3( ) ~ 0,44 / ( )sJ s . Подставляя эти оценки в формулу (2.23), получим: 
1/30,28 H s    . 
(2.32) 
Из формулы (2.32) следует, что с увеличением номера резонанса 
амплитуда волны, необходимая для перекрытия резонанса, растет. 
 
 
 
Теория мазеров на циклотронных резонансах для случая, когда 
электромагнитные поля возбуждаются системой холодных сфазирован-
ных осцилляторов, была построена в разделе 1.5. Функция распределе-
ния таких осцилляторов и система уравнений, которая описывает дина-
мику частиц, приведены в первой главе (смотри раздел 1.5, формулы 
(1.56)–(1.59)). Там же описана динамика  частиц и полей при достаточно 
малых плотностях заряженных частиц. Достаточно малые в данном слу-
чае означает, что возбуждаемые этими частицами поля таковы, что 
справедливо приближение изолированного нелинейного резонанса  
( 0.1b  ). Временная динамика поля и спектр возбуждаемых колеба-
ний при этом представлены на рис. 1.17 и рис. 1.18. 
При увеличении плотности заряженных частиц до значений, когда 
амплитуда возбуждаемого осцилляторами поля удовлетворяет условию 
перекрытия нелинейных резонансов, динамика неустойчивости качест-
венно меняется. Вначале, как и для случая изолированного резонанса, 
происходит экспоненциальный рост амплитуды поперечного поля, кото-
рый ограничивается захватом частиц пучка полем возбуждаемой волны 
(см. рис. 2.5,  50  ). Уровень этого поля примерно в 2 раза выше уров-
ня, необходимого для перекрытия резонансов, поэтому движение осцил-
ляторов становится хаотическим. Такое движение частиц приводит 
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к хаотической модуляции амплитуды поперечного поля ( 50 200  ) 
и к возникновению хаотического продольного поля. Хаотическая дина-
мика частиц и поля приводит к ухудшению обмена энергией между ча-
стицами и полем. В результате амплитуда возбуждаемого поля падает 
до величины, которая соответствует критерию перекрытия нелинейных 
резонансов. Эта особенность динамики видна при сравнении рис. 1.16 
с рис. 2.4. Различие в поведении продольного и поперечного полей (раз-
личная степень хаотизации) можно объяснить следующим образом. За-
висимость продольного кулоновского поля от времени, в соответствии 
с последним уравнением системы (59), полностью определяется движе-
нием частиц.  
 
 
Рис. 2.4. Эволюция огибающей  
амплитуды высокочастотного  
поперечного поля.  
Резонансы перекрыты 
 
 
Рис. 2.5. Спектр возбужденного  
поперечного поля.  
Резонансы перекрыты 
 
Поэтому хаотизация движения заряженных частиц вызывает хао-
тизацию самосогласованного кулоновского поля этих частиц. Поперечное 
электромагнитное поле описывается неоднородным уравнением осцил-
лятора (четвертое и пятое уравнения системы (1.59)), поэтому хаотиче-
ский ток пучка, который входит в правую часть этого уравнения, может 
вызвать только нерегулярную модуляцию комплексной амплитуды по-
перечного поля. В соответствии с этой картиной развития неустойчи-
вости находится вид спектра возбуждаемых колебаний и вид функции 
распределения. Спектр поперечного поля хотя и имеет максимум на  
основной частоте 1 , но заметно уширен (см. рис. 2.5). Корреляцион-
ная функция этого поля, в отличие от случая пучка малой плотности, 
осциллируя на основной частоте, быстро спадает со временем. Спектр 
продольного поля непрерывный и значительно шире спектра поперечно-
го поля. На рис. 2.6 и 2.7 представлена эволюция функции распределе-
ния для случая малой плотности частиц ( 0.1b  , рис. 2.6) и для случая  
достаточно большой плотности ( 0.3b  , рис. 2.7). Анализ вида функции 
распределения на рис. 2.7 показывает, что до времени 40  неустойчи-
вость развивается аналогично случаю изолированного резонанса. Одна-
ко уже с 80   функция распределения частиц захватывает область  
A
A
st
225
S

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нескольких резонансов. При этом имеются не только замедленные ча-
стицы, но появляется группа стохастически ускоренных частиц. При 
дальнейшем увеличении времени функция распределения все больше 
размывается, число ускоренных частиц растет, хотя в целом замедлен-
ных частиц больше, чем ускоренных. Такое хаотическое движение  
осцилляторов при размытии функции распределения (появление уско-
ренных частиц) приводит к тому, что уровень самосогласованного поля, 
вызвавшего это движение, падает. Более того, начиная со времени 
225  , средняя амплитуда этого поля соответствует амплитуде, необхо-
димой для перекрытия резонансов. Это значит, что уровень насыщения 
поля, в конечном счете, определяется не условием захвата частиц, 
а условием перекрытия резонансов.   
 
 
 
Рис. 2.6. Эволюция функции  
распределения частиц по энергии  
при 0.1b   
 
 
 
Рис. 2.7. Эволюция функции  
распределения частиц по энергии 
при 0.3b   
 
Следует отметить, что даже в случае малой плотности пучка, когда 
движение частиц происходит в изолированном резонансе, динамика 
этих частиц может стать хаотической. Это вызвано тем, что результиру-
ющее самосогласованное поле, в котором движутся частицы, представля-
ет собой поле волны, амплитуда которой периодически меняется во вре-
мени. Динамика движения частиц в таком поле эквивалентна динамике 
движения частиц в поле трех волн, частоты которых разнесены на часто-
ту баунс-колебаний    захваченных частиц 1, 1    . Причем 
амплитуды этих волн таковы, что нелинейные резонансы этих трех волн 
перекрываются. Динамика движения частиц при этом должна быть хао-
тической. В свою очередь, хаотизация движения частиц должна приво-
дить к сглаживанию амплитуды модуляции возбуждаемой волны. Ана-
литические оценки показывают, что это должно произойти в течение  
пяти баунс-колебаний. Однако численные расчеты показывают значи-
тельно более длительный период периодической модуляции амплитуды 
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возбуждаемой волны. Анализ этого противоречия содержится в работах 
[41-42]. Оказалось, что причиной такого длительного сохранения регу-
лярной модуляции амплитуды возбуждаемой волны является тот факт, 
что в процессе группировки частиц в сгустке они, в основном,  группиру-
ются в такой области фазового пространства, которая соответствует ост-
ровку стохастической устойчивости движения частиц. Это приводит 
к значительно большему времени стохастизации этих частиц. В конеч-
ном счете, такая стохастизация наступает. Амплитуда модуляции воз-
буждаемых колебаний при этом уменьшается и в дальнейшем претерпе-
вает только небольшую случайную модуляцию.  
В заключение этого раздела подчеркнем, что выше мы основное 
внимание уделили описанию физической картины взаимодействия за-
ряженных частиц с электромагнитными волнами в условиях циклотрон-
ного синхронизма между ними. Анализу работы конкретных приборов 
было уделено мало внимания. Это вызвано тем, что описанию этих при-
боров посвящена обширная литература. Из МЦР приборов особое вни-
мание привлекают гиротроны и мазеры на циклотронном  авторезонан-
се. По механизму физического взаимодействия заряженных частиц 
с электромагнитными полями эти приборы существенно отличаются друг 
от друга. Главное отличие заключается в том, что в гиротронах  прямые 
интегралов перпендикулярны прямым резонансов. Так как движение 
частиц происходит вдоль интегральных кривых, то в линейном прибли-
жении обмен энергией между частицами и волнами отсутствует. Такой 
обмен возможен только при учете конечной величины амплитуды взаи-
модействующих с частицами  волн. В условиях изолированного резонан-
са максимальная величина переданной энергии будет порядка  ширины 
нелинейного резонанса. При реализации МЦАР прямые резонансов па-
раллельны прямым интегралов и синхронное (резонансное) взаимодей-
ствие частиц с полем может осуществляться неограниченно долго. Огра-
ничения на величину переданной энергии (от частиц поля или наоборот) 
определяются либо истощением энергии источника, либо геометриче-
скими размерами электродинамических структур, в которых происходит 
взаимодействие частиц с полем. Следует, конечно, заметить, что эффек-
тивность работы гиротронов, несмотря на указанное выше обстоятель-
ство об ограниченной величине возможной переданной энергии, доста-
точно высока.  Это вызвано тем фактом, что величина возможной пере-
дачи энергии от частиц к полю ~  сама по себе достаточно велика. 
Кроме того, изменение продольных параметров электродинамических 
структур позволяет увеличить  .  
Особенно следует отметить тот факт, что рассмотренная выше фи-
зическая картина механизма циклотронного взаимодействия частиц 
и волн позволяет качественно описать новые режимы работы МЦР – сто-
хастические режимы. Кроме того, эта же картина может быть использо-
вана для более глубокого понимания как процессов возбуждения коле-
баний, так и процессов ускорения заряженных частиц, а также меха-
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низмов стохастического нагрева ансамбля заряженных частиц. Такие 
режимы с участием поперечных электромагнитных волн впервые были 
рассмотрены в работе [30]. В частности,  используя описанные выше ме-
ханизмы обмена энергией, удалось нагреть плазму до высоких темпера-
тур ( ~1.5Mev ) с высокой эффективностью ( ~ 50% ) [43-45]. Заметим, что, 
по-видимому, рассмотренному механизму стохастического нагрева нет 
альтернативы. Действительно, при стохастическом нагреве происходит 
прямая трансформация энергии регулярных волн в энергию хаотическо-
го движения частиц. Нет промежуточных звеньев такой трансформации. 
В работах [36, 45] в частности показано, что такой механизм нагрева за-
ряженных частиц (плазмы) оказывается очень эффективным даже в том 
случае, когда отсутствуют резонансы в первом порядке по напряженно-
сти поля. В частности, он практически всегда более эффективен, чем 
нагрев частиц случайными полями. Заметим также, что с увеличением 
мощности генерируемых колебаний и с продвижением в более коротко-
волновую область стохастические механизмы будут проявляться все ча-
ще. Поэтому знание особенностей эволюции поля и заряженных частиц 
в режимах со стохастической динамикой является необходимым для  
эффективного использования механизмов циклотронного взаимодей-
ствия волн и частиц.  
 
 
 
Выше (в разделе 1.4) мы видели, что при выполнении условий ав-
торезонанса нелинейные циклотронные резонансы не перекрываются. 
В отсутствие перекрытия резонансов динамика частиц регулярна (мы не 
рассматриваем частицы вблизи сепаратрис). Однако при этом (как будет 
показано в этом разделе) эта динамика аномально чувствительна к воз-
действию внешних случайных сил. 
Влияние аддитивных флуктуаций. Супердиффузия. Анализ влия-
ния на динамику частиц внешних случайных сил начнем с наиболее про-
стого случая – влияния аддитивного шума. К появлению аддитивной 
флуктуационной добавки могут приводить либо флуктуации величины 
внешнего магнитного поля, либо флуктуации фазы волны, в которой дви-
жется частица. Во всех этих случаях второе и третье уравнения системы 
(1.54) для нахождения временной динамики  и   приобретают вид:  
, ,
d d
B d f
d d
 
 
 
       (2.33) 
где 0/Hf n  , H  – определяет величину флуктуации внешнего 
магнитного поля. 
Будем считать, что ( )f   –    коррелированный случайный про-
цесс с нулевым средним:   
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0f  ,   ( ) ( ) 2 ( )f f D       .  (2.34) 
Тогда из (2.33) легко получить систему уравнений для первых мо-
ментов: 
, .
d d
B d
d d
 
 
 
    
                    
(2.35) 
Для определения вторых моментов получим следующую систему 
уравнений: 
2
2
d
B
d



  ,   2 2
d
B d f
d
   

    ,  
2
2 2
d
d f
d

 

  . 
 
 
 
(2.36) 
Для расщепления корреляций f   и f  воспользуемся мето-
дом вариационных производных [46] и вытекающим из этого метода  
соотношением 
 
 ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
t
R f
f t R f t f t f d
f
 
 
 
  , 
 
(2.37) 
где  R z  – произвольный функционал от z .  
Пользуясь формулой (2.37), получим, что 0f   , f D  . 
Здесь D  коэффициент диффузии, определенный в формуле (2.34). 
С учетом полученных соотношений систему уравнений (2.36) можно 
представить в виде: 
2
2
4 2 .
d
dB BD
d



    
 
(2.38) 
Интересующее нас частное решение этого уравнения имеет вид: 
/ 4D d   . 
Выражение для среднего квадрата энергии при этом будет опреде-
ляться формулой: 
2 0 1
02
WD
d

 

 . 
 
 (2.39) 
Таким образом, при приближении к авторезонансу ( 0d  ) диффу-
зия заряженной частицы в пространстве энергий аномально растет. Вы-
ражение (2.39) получено и справедливо при произвольных d , но не при 
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0d  . В последнем случае необходимо вернуться к системе (2.36) и по-
ложить в ней 0d  . После этого легко найти следующую зависимость 
среднего квадрата энергии от времени при точном выполнении условия 
авторезонанса ( 0d  ): 
 
2 2
22 2 3 30
02
0
/ 3 cos
12
p D
B D

   

   . 
 
(2.40) 
Отсюда следует, что при авторезонансе диффузия может заметно 
превышать обычную квазилинейную диффузию. Такую диффузию назы-
вают супердиффузией. 
Влияние мультипликативных флуктуаций. Таким образом, нали-
чие аддитивных флуктуаций приводит к появлению супердиффузии. 
Отметим, что мы пользуемся следующей классификацией диффузион-
ных процессов (смотри, например, [47, 48]). Пусть  мы имеем следующую 
зависимость среднего квадрата энергии от времени 
2 D   . Если 
1  , то мы имеем дело с обычной диффузией; если 1  , то это супер-
диффузия; если 1  , то это субдиффузия. 
Представляет интерес выяснить, к чему приведет наличие муль-
типликативных флуктуаций. Такие флуктуации возникают, например, 
при наличии флуктуаций амплитуды волны, в которой движется части-
ца. Уравнения для частиц, которые находятся вблизи седловых точек 
математического маятника (смотри (2.17)), в этом случае удобно предста-
вить в виде: 
,u         (1 ( ))u f     .   (2.41) 
Здесь u  
– новая зависимая переменная, ( )f 
 
– случайная функ-
ция, статистические характеристики которой подчиняются соотношени-
ям (2.34). 
Отметим, что в системе уравнений (2.41) введено новое безразмер-
ное время t d B     , 0d  . При этом связь между энергией ча-
стицы и углом   принимает вид:  / dB   . Из системы уравнений 
(2.41) можно получить систему уравнений для моментов любого порядка 
(m). Для этого умножим левую и правую части первого уравнения систе-
мы (2.41) на 
1m n nu   ,  а второго – на 1n m nu   . Затем сложим получен-
ные уравнения и усредним по ансамблю реализаций. В результате для 
нахождения моментов n-го порядка получим следующую систему урав-
нений: 
1 1 1 1( ) (1 ) .m n n m n n n m nu n u m n f u  
                  (2.42) 
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Для расщепления корреляций 
1 1n m nf u     , как и выше, восполь-
зуемся методом вариационных производных. Используя (2.37) и вычис-
лив соответствующие вариационные производные, находим: 
1 1 1 1
2
2 2
( ) (1 )
( 1)( ) ,
2
m n n m n n n m n
m n n
u n u m n f u
m n m n u


  

      
  
          
     
 
 
 (2.43) 
где 2  – дисперсия случайного процесса ( )f  . 
Для анализа устойчивости моментов (2.43) будем рассматривать 
решения для моментов в виде e . Для определения характеристиче-
ских чисел     получим следующее рекуррентное соотношение: 
    0nm mDet A   , (2.44) 
 где   
1 2 31 1 ( 1) ,
1 2 2
m m m m
n n n n
m m B
A A A m n A
n n n

  
   
         
    
 
 2 20 1 2, , ( 1) ( 1) ,
2 2
0, .
m m m
m
n
B
A A m A m m m m
A n m

           
  
 
В частности, при m = 1 (первые моменты) характеристическое 
уравнение приобретает вид: 
2 1 0   , (2.45) 
а для m = 2 (вторые моменты) 
3 4 2 0B    . (2.46) 
Учитывая, что 0~ 1B   ,  из (2.46) следует, что инкремент вторых 
моментов более чем в два раза превышает инкремент первых моментов.  
Если частица находится не в окрестности особой точки типа «сед-
ло», а в окрестности «центра», то система уравнений будет иметь вид: 
,u         (1 ( ))u f    . (2.47) 
Повторяя вычисления, аналогичные приведенным выше для час-
тиц, находящихся в окрестности «седла», получим следующие уравнения 
для характеристических чисел: 
2 1 0.    (2.48) 
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Для первых моментов, а также уравнения для вторых моментов: 
3 24 4 0.      (2.49) 
Корни этого уравнения равны 1,2 2i   , 
2
3  . Важно, что 
уравнение (2.46) имеет положительный корень 
2
3  , который про-
порционален коэффициенту диффузии 2D   ( 2  – дисперсия случай-
ного процесса ( )f  ).  
Таким образом, во всех случаях динамика движения заряженных 
частиц при наличии мультипликативных флуктуаций характеризуется 
экспоненциальным ростом дисперсии (вторых моментов). Если для  
частиц, которые находятся в окрестности особых точек типа «седло», это 
достаточно ожидаемый результат, то наличие экспоненциального роста 
вторых моментов для частиц, которые находятся в окрестности точек ти-
па «центр», является относительно неожиданным и очень важным. Важ-
ность этого результата заключается, по крайней мере, по двум причи-
нам: первая из них заключается в том, что все частицы, взаимодейству-
ющие с электромагнитной волной вне зависимости от своего положения 
относительно фазы этой волны, будут экспоненциально разбегаться друг 
от друга. Такое разбегание может привести к срыву пучковой неустойчи-
вости. Вторая причина заключается в том, что, как легко увидеть из 
уравнений (2.43), не только вторые моменты экспоненциально нараста-
ют, но экспоненциально нарастают и следующие, высшие моменты. Бо-
лее того, инкремент нарастания каждого следующего момента больше 
инкремента нарастания предыдущих моментов. В этом случае, как мы 
увидим ниже, привычные диффузионные уравнения перестают адек-
ватно описывать динамику частиц. Посмотрим детальнее, к чему могут 
приводить эти две особенности поведения моментов.  
Первая особенность (быстрый рост вторых моментов) приводит 
к тому, что флуктуационное расплывание частиц в поле волны может 
приводить к стабилизации пучковых неустойчивостей, которые развива-
ются на основе электронного циклотронного резонанса. Действительно, 
возьмем самый «мягкий» случай расплывания частиц, которые оказа-
лись в окрестности точек типа «центр». Для этих частиц 
   2 2exp / / 4D B d D   . Оценим флуктуационную скорость частиц 
величиной 
2 3
0 0v v    . Если за характерное время развития  
неустойчивости (время, обратное инкременту неустойчивости ~ 1/iT I ) 
частицы, имеющие такие флуктуационные скорости, выйдут за пределы 
расстояния порядка длины волны  возбуждаемых колебаний, то процесс 
развития неустойчивости будет подавлен (будет подавлен процесс груп-
пировки частиц в когерентные сгустки). Условием такого подавления 
будет неравенство: 
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iv T   ,         3
0 0
2
ln
i i
T T d
D d B
T T D B
 
  
 
   
    
. 
               
(2.50) 
Здесь T  
– период волны, в поле которой двигаются частицы. 
Соотношение (2.50) определяет ограничения на основные характе-
ристики неустойчивых пучковых систем: скорость частиц, инкременты 
развития неустойчивостей, как близки параметры системы к условиям 
авторезонанса. В частности, неравенство (2.50) накладывает ограниче-
ние на величину амплитуды волны, которая возбуждается пучком заря-
женных частиц.  
Роль высших моментов.  Из характеристического уравнения (2.44) 
легко увидеть, что высшие моменты растут быстрее низших моментов. 
Представляет интерес понять, к чему ведет такая особенность статистиче-
ских характеристик. Для этого рассмотрим простейшую одномерную схему 
вывода кинетического уравнения для функции распределения частиц по 
скоростям. Для ответа на поставленный вопрос этой схемы вполне доста-
точно. Обобщение на многомерный случай является очевидным. Будем 
для определенности и простоты считать, что частицы меняют свою энер-
гию в результате «соударений». Тогда число частиц, которые в момент 
времени     имеют скорость v , можно представить в виде: 
 ( , ) ( , ) ( )n v n v v P v dv  


      . 
 
(2.51) 
Выражение (2.51) является просто математическим выражением 
факта, что плотность частиц, имеющих скорость v  в момент времени 
   ,  будет определяться всеми другими частицами (с другими энер-
гиями) и которые с вероятностью ( )P     через интервал времени   
приобретают скорость v . Уравнение (2.51) удобно переписать в виде: 
 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) P( )n v n v n v v n v v dv    


        . 
 
(2.52) 
Если моменты конечны, то, раскладывая подынтегральные выра-
жения (2.52) относительно малых смещений и ограничиваясь вторыми 
моментами, мы получим обычное уравнение диффузии с коэффициентом 
диффузии
2 / 2D v : 
2
2
n n
D
v
 

 
. 
 
(2.53)                                               
Обратим внимание, что если следующие моменты больше преды-
дущих моментов, то  такое разложение теряет смысл. Именно такая осо-
бенность соотношения между моментами  имеет место в нашем случае. 
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Поэтому привычные дифференциальные уравнения для функции рас-
пределения в рассматриваемом случае не могут быть использованы. Не-
обходим другой подход. Можно непосредственно вычислять все необхо-
димые моменты. Такой подход был реализован выше. Если же необхо-
димо определить функцию распределения, то, в общем случае, уравне-
ние для ее нахождения будет интегро-дифференциальным (в (2.52) 
нельзя удалить интегральный оператор), либо такое уравнение будет 
уравнением с дробными производными (смотри, например, [48]). 
Сформулируем наиболее важные результаты этого раздела, кото-
рые являются дополнением к результатам раздела 1.4:  
1. Схема взаимодействия заряженных частиц с полем электромаг-
нитной волны в условиях, приближающихся к условиям авторезонанса, 
особенно чувствительна к наличию флуктуаций. Действительно, второй 
момент (дисперсия) аномально быстро растет. При наличии аддитивных 
флуктуаций он оказывается обратно пропорциональным первой степени 
производной от параметра R  :  2 / /D R    . При точном выпол-
нении условий авторезонанса ( / 0R   ) диффузия частиц становит-
ся супердиффузией: 
2 3/2D  . Такая особенность поведения вто-
рых моментов может приводить к стабилизации пучковых неустойчиво-
стей. Отметим, что влияние большого числа несинхронных, 
в особенности не распространяющихся мод, во многих случаях можно 
моделировать влиянием внешних флуктуаций. 
2. Если частицы находятся в поле волны, амплитуда которой имеет 
случайную добавку, то вторые моменты растут экспоненциально. При-
чем высшие моменты растут быстрее предыдущих. Такая особенность 
поведения моментов приводит не только к возможности подавления 
пучковых неустойчивостей, но и к необходимости пользоваться для опи-
сания кинетики частиц либо к анализу их моментов (как сделано 
в настоящей работе) либо к интегро-дифференциальным уравнениям, 
либо к уравнениям с дробными производными. 
Описанные в разделах 1.4 и 2.4 особенности динамики заряжен-
ных частиц в условиях, близких к условиям авторезонанса, возможно 
могут объяснить малую эффективность возбуждения коротковолнового 
излучения в схемах, которые используют эффект авторезонансного взаи-
модействия. С другой стороны,  наличие этих особенностей позволяет 
рассматривать новые схемы эффективного нагрева заряженных частиц. 
 
 
 
В этом разделе показано, что при анализе динамики нелинейных 
физических систем необходимо учитывать особые решения. Учет таких 
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решений расширяет круг систем с хаотическим поведением. Показано, 
что хаотическую динамику могут демонстрировать системы с одной сте-
пенью свободы и даже полностью интегрируемые системы. Наличие осо-
бых решений предъявляет жесткие требования к математической моде-
ли изучаемой физической системы. Оказывается, что при наличии осо-
бых решений динамика физической системы может качественно изме-
ниться при воздействии чрезвычайно малых возмущений, неучтенных 
при моделировании. Показано, что введение особых решений позволяет 
практически любую регулярную функцию представить в виде комбина-
ции функций с хаотическим поведением. Особенности особых решений 
могут вскрыть некоторые новые стороны динамики физических систем. 
В частности, показано, что в многофотонном возбуждении квантовых 
систем существует дополнительный канал возбуждения (хаотический), 
который может быть эффективнее известного канала. Показано также, 
что при моделировании движения заряженных частиц в непрерывных 
потенциалах с помощью дискретных моделей может приводить к непра-
вильным результатам. 
Как известно, для реализации хаотических режимов в рассматри-
ваемой динамической системе необходимо выполнение следующих усло-
вий: 1. Система должна иметь 1.5 или более степеней свободы. 2. Она 
должна быть нелинейной. 3. В фазовом пространстве должна развивать-
ся локальная неустойчивость. Эти три условия можно назвать парадиг-
мами динамического хаоса. В той или иной форме они сформулированы 
во всех книгах и обзорах, посвященных динамическому хаосу 
(см., например, [54]). Ниже мы обсудим эти условия. Несколько слов о 
сути этих условий. Они, безусловно, все необходимы для определенного 
круга динамических систем. Необходимость в фазовом пространстве, 
размерность которого равна трем или больше, вытекает из требований 
теоремы единственности. Действительно, в двухмерном фазовом про-
странстве нельзя без пересечений реализовать перемешивание инте-
гральных кривых. Отсюда вытекает необходимость, как минимум, 
в трехмерном фазовом пространстве. Далее, чтобы происходило переме-
шивание фазовых траекторий в ограниченном фазовом пространстве, 
необходимо, чтобы эти траектории разбегались,  т.е. необходима локаль-
ная неустойчивость. И наконец, так как реальная система описывается 
в конечном фазовом пространстве, необходима нелинейность для возв-
ратов в ограниченный фазовый объем. 
Известно, что кроме обычных решений дифференциальных урав-
нений существуют особые решения. В точках особых решений теорема 
единственности нарушается, поэтому можно ожидать, что при учете осо-
бых решений режимы с хаотическим поведением будут присущи и  ди-
намическим  системам с одной степенью свободы. Ниже мы покажем, что 
действительно такая динамика имеет место. При этом хаотическая ди-
намика оказывается возможной даже для полностью интегрируемых си-
стем. Далее на примере задачи Кеплера показано, как могут влиять осо-
бые решения на динамику частиц.   
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Обычно при изучении линейных систем никто не ориентируется 
на изучение хаотических режимов. И действительно, в линейных систе-
мах они отсутствуют. Однако часто при изучении линейных систем ока-
зывается удобным вводить новые функции, делать замену как зависи-
мых, так и независимых переменных. При этом математическая модель 
изучаемой первоначально линейной  системы становится нелинейной. 
Классическим примером является переход от уравнений квантовой ме-
ханики к уравнениям классической механики, а также переход от вол-
новых уравнений к уравнениям геометрической оптики. Во всех этих 
нелинейных системах возможны режимы с динамическим хаосом. Ниже 
приведены примеры таких систем.  
 Хорошо известно, что многие системы, имеющие режимы с дина-
мическим хаосом, имеют интегралы. При этом выражение для интегра-
лов содержит зависимые переменные, динамика которых может быть 
хаотической. При этом мы имеем пример, что некая комбинация функ-
ций, ведущих себя хаотически, может оставаться постоянной. Ниже та-
кая особенность функции с хаотической динамикой обобщается. Показа-
но, что практически любую регулярную функцию можно представить 
в виде некой комбинации функции, динамика которой хаотичная.  
Ниже также показано, что преобразования, которые переводят ли-
нейные системы в нелинейные с хаотической динамикой, могут быть 
полезными. В частности, на примере многоуровневой квантовой систе-
мы, которая находится под воздействием внешнего низкочастотного воз-
мущения, с помощью таких замен вскрывается новый канал возбужде-
ния многоуровневой системы. Он связан с диффузией квантовых частиц 
в пространстве энергии. Показано, что в некоторых случаях обнаружен-
ный механизм возбуждения квантовой системы оказывается более эф-
фективным, чем известное многофотонное возбуждение.  
На примере механизма ускорения Ферми показано, что переход к 
дискретным моделям необходимо совершать с осторожностью. Если при 
таком моделировании пропадает влияние точек потенциала, в которых 
нарушается теорема единственности, то результаты такой дискретной 
модели могут не всегда правильно описывать динамику частиц.   
В заключение сформулированы основные результаты и сделаны 
некоторые выводы.  
Особые решения и хаотическая динамика, порождаемая ими. 
В математике особые решения хорошо известны. Достаточно указать на 
тот факт, что термин «особые решения» ввел, в свое время, Ж. Лагранж. 
Правда, иногда под термином «особые решения» в математических и мат.-
физических работах понимают решения, которые обладают той или иной 
особенностью, которую выделяют эти решения. Такая неоднозначность 
термина особенно распространена в англоязычных работах (singular solu-
tions). В настоящей работе  будем под термином «особые решения» пони-
мать решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ), в точках которого условия единственности нарушены (не выполня-
ется условие Липшица). Повторим, что такие решения широко представ-
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лены в математической литературе. Однако при анализе математических 
моделей, которые описывают физические процессы, по-видимому, всегда 
(автор не нашел противоречащих этому случаев), явно или неявно, 
накладываются условия, которые исключают учет таких решений, 
т.е. накладывается условие единственности решения.  
 
В качестве примера можно привести определение основного свой-
ства фазового пространства, в котором рассматривается регулярная и сто-
хастическая динамика физических систем в книге *54+: «В любой заданный 
момент времени траектории в фазовом пространстве не пересекаются…». 
Этим предложением сразу исключается учет особых решений, в точках 
которого траектории могут пересекаться. Кроме того, этим предложением 
сразу же накладывается необходимость для реализации режимом с ди-
намическим хаосом иметь систему, число степеней свободы которой 
больше или равно 1.5n  . Действительно, если мы имеем систему с одной 
степенью свободы, то фазовое пространство такой системы представляет 
собой плоскость. Если фазовые траектории пересекаться не могут, то на 
плоскости не могут быть реализованы условия перемешивания этих траек-
торий. Отметим еще одну особенность особых решений. Такие решения 
рассматриваются только в курсах высшей математики в основном для ма-
тематиков. В обычных курсах высшей математики такие решения не рас-
сматриваются. Кроме того, если посмотреть математические справочники 
и энциклопедии, то особые решения в них рассматриваются практически 
только для обыкновенных дифференциальных уравнений первого поряд-
ка. Хотя очевидным является факт, что в уравнениях более высокого по-
рядка они присутствуют значительно чаще. Такое отношение к особым 
решениям, по-видимому, связано с тем, что они не соответствуют нашему 
представлению о необходимости получения определенных решений в 
физических задачах. Отметим также, что, как следует из литературы, до-
статочно подробный анализ особых решений был дан В. А. Стекловым 
*55+. Однако эта книга мало доступна.  В работе *49+ было указано, что 
особые решения могут порождать хаотическую динамику в системах с 
одной степенью свободы и даже в системах, для которых известны анали-
тические выражения для всех фазовых траекторий. Хаотическая динамика 
в этом случае возникала в результате того факта, что эти фазовые траекто-
рии проходили через область, где теорема единственности была наруше-
на, и реальная фазовая траектория, проходя через эту область, могла пе-
ребрасываться на другую фазовую траекторию. Таким образом, наличие 
аналитического выражения для фазовых траекторий не определяло ре-
альную динамику изучаемой системы. Следует сказать, что такая динами-
ка могла быть изучена в общем случае только численными методами. По-
лученные в работе *49+  результаты, однако, не имели прозрачного физи-
ческого смысла. Можно было предположить, что рассмотренные модели 
также, как и многочисленные модели особых решений в математике, 
представляют интерес только с точки зрения математики. Ниже мы пока-
жем, что такие решения могут представлять значительный интерес и при 
решении физических задач. Причем будет видно, что даже если динамика 
изучаемой физической системы описывается фазовыми траекториями, 
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которые не попадают в точки «особых решений», но проходят достаточно 
близко к ним, то в этом случае сколь угодно малые и неучтенные возму-
щения или неточности численных расчетов могут качественно изменить 
динамику изучаемой системы. Таким образом, особые решения необхо-
димо учитывать при рассмотрении физических задач. Их учет может ука-
зать на появление режимов с динамическим хаосом даже в системах с 
одной степенью свободы. Кроме того, такие решения достаточно распро-
странены и могут влиять на физические процессы, которые изучаются. 
В частности, наличие таких решений приводит к дополнительным воз-
можностям появления режимов с динамическим хаосом в различных фи-
зических системах. Ниже мы проиллюстрируем такие возможности. Сле-
дует сказать, что, как мы увидим ниже, наличие таких решений и, соответ-
ственно, таких режимов может быть нежелательным и с ними нужно бо-
роться. С другой стороны, они могут быть неизбежными, и их нужно учи-
тывать. Кроме того, они могут быть полезными, и их можно использовать.  
 
Приведем наиболее простой пример математической модели, кото-
рая имеет особые решения: 
dy
y
dx
 . 
(2.54) 
Это нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка. Его общее решение имеет следующий вид: 
 
21
( , , ) 0
4
F x y C y x C    . 
(2.55)                                                              
 
Перебирая значение кон-
станты С, мы получим множество 
частных решений этого уравне-
ния. Каждое из этих частных ре-
шений представляет собой квад-
ратичную параболу (смотри рис. 
2.7). Однако среди них (среди 
частных решений)  не содержит-
ся решение 0y  . Однако, как 
видно из уравнения, это соотно-
шение также удовлетворяет 
уравнению (2.54), т.е. является 
его решением. Это особое решение уравнения (2.54). Такая особенность 
особых решений, что они не могут быть получены из общего решения пу-
тем перебора  произвольных постоянных, была одним из первых опреде-
лений особых решений. Позже стало понятным, что особые решения име-
ют, возможно, более важную особенность. А именно, в точках этих реше-
ний нарушается теорема единственности. Из уравнения (2.54) легко уви-
деть, что в точках особого решения ( 0y  ) условия Липшица не выпол-
 
Рис. 2.7. Квадратичные 
параболы решения уравнения (2.55) 
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няются. Кроме того, из рисунка видно, что все частные решения проходят 
через точки особого решения ( 0y  ).  Возникает общий вопрос: как найти 
особые решения дифференциальных уравнений? Для обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка это сделать достаточно 
просто. Существует несколько способов нахождения таких решений. Мы 
остановимся только на одном из них. По своей сути, особые решения пред-
ставляют собой траектории или поверхности (различные размерности), 
которые огибают общее решение дифференциальных уравнений. Поэтому 
нахождение таких решений может быть связано с нахождением огибаю-
щих общего решения. Продемонстрируем это утверждение на системе 
уравнения (2.54). Для нахождения огибающей, как известно, нам необхо-
димо  продифференцировать общее решение (2.55) по произвольной по-
стоянной С и приравнять эту производную к нулю:  
 
1
0
2
F
x C
C

  

. 
(2.56)                                                                            
Из этого выражения мы должны определить константу С и подста-
вить ее в выражение для общего  решения (2.55). В результате  находим 
особое решение 0y  .  Это решение в данном простом примере, конечно, 
совпадает с полученным выше решением. К сожалению, такая простая 
процедура нахождения особых решений характерна только для ОДУ 
первого порядка. Чтобы проиллюстрировать сложность отыскания осо-
бых решений для ОДУ более высокого порядка, рассмотрим один из воз-
можных алгоритмов их отыскания. Для этого запишем систему ОДУ 
в каноническом виде: 
 , xk k
dx
f t
dt
 . (2.57)                                                                            
Предположим, что мы нашли общее решение этой системы урав-
нений. Пусть это решение имеет вид: 
( , )k kx t C . 
(2.58)                                                                     
Видно, что уже на этом первом шаге в большинстве реальных слу-
чаев возникают трудности. Теперь, по аналогии с общим принципом 
нахождения огибающих, нужно отыскать вектор произвольных постоян-
ных C . Проще всего это сделать таким способом. Будем считать, что эти 
постоянные являются функциями времени. Тогда полная производная 
по времени от общего решения (2.55) будет иметь вид: 
1
.
n
k
i
k i
i
k dC
C
dx x
dtdt t








  
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Из этого выражения можно увидеть, что если второе слагаемое 
в правой части обращается в ноль: 
1
0
n
k i
i i
dC
C dt





      1,2,.......k n , 
(2.59)                                                   
то общее решение (2.58) остается решением исходного уравнения (2.57) 
несмотря на зависимость постоянных от времени. Это ключевой момент 
в алгоритме нахождения особых решений. Система уравнений (2.59) бу-
дет основной для определения вектора констант C . Прежде всего, отме-
тим, что система (2.59) имеет нетривиальное решение для производных 
idC
dt
только в том случае, когда ее детерминант будет обращаться в ноль: 
1
1
......
det ..... .... ..... 0
.....
k k
n
n n
n
C C
C C
 
 
 
 

 
 
. 
 
 
 
(2.60)                                                                    
Это будет второе соотношение для нахождения вектора констант C . 
Предположим, что мы, используя (2.60), выразили одну из констант через 
другие константы:  
1 2 1( , , ,..... )n nC F t C C C  . (2.61) 
Тогда производная ее будет иметь вид: 
1
1
n
n
n i
i i
dC F F
C C
dt t C


 
  
 
 . 
 
(2.62)                                                                        
Подставим выражения (2.61) и (2.62) в первые ( 1)n   уравнения 
системы (2.59): 
 1 1 1
1 0 1
0
n n n
k i k k i k i
n
i i ii n i n i
dC dC dCF F
C
C dt C C dt C t C dt
     
  
      
     
      
   ;     
 1,2,....... 1 .k n     
  
 
(2.63)                                   
 
Система уравнений (2.63) является линейной системой для нахож-
дения производных i
dC
dt
. Решив эту систему,  найдем:  
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1 2 1( , , ... )
i
i n
dC
F t A A A
dt
      1,2,....... 1 .i n   (2.64)                                                               
Здесь A  – новый вектор независимых постоянных.  
Формулы (2.61) и (2.64) позволяют потенциально найти все компо-
ненты вектора C . Подставляя их в выражение для общего решения 
(2.58), найдем множество особых решений. Как видно, реализация рас-
смотренного алгоритма нахождения особых решений представляет собой 
в общем случае самостоятельную сложную проблему. Только в редких 
случаях такой алгоритм может быть реализован аналитически.  
Приведем простой пример нелинейного ОДУ, на котором можно 
проиллюстрировать приведенный выше алгоритм получения особых ре-
шений, а также все трудности, которые при этом могут возникнуть. Это 
модельный пример [56]. Итак, пусть дана следующая система уравне-
ний: 
2 0,xy y z y       
0.z y y z z      
(2.65) 
(2.65) 
Здесь  / .z dz dx 
   
В соответствии с приведенным алгоритмом  необходимо иметь об-
щее решение системы (2.65). В данном случае эти решения легко нахо-
дятся: 
2
1 1 2,y c x c c    
2 1 2.z c x c c   
 
(2.66)                                                                    
Для этих решений найдем детерминант (2.60): 
 
 
   1 1 1 2
2 1
2 1
2 0
x c
x c x c c
c x c

    

. 
 
(2.67)                                                                                  
Из (2.67) находим 2c :   
  2 1 12c x c x c   . (2.68)                                                                                                                                                 
Подставим выражение для 2c  в систему уравнений (2.59). Для 
нашего примера эта система имеет вид: 
 1 1 22 0,x c c c     
2 1 1 2( ) 0.c c x c c
     
 
(2.69)                                                                                             
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В результате подстановки получим: 1 0.5c
    – из первого урав-
нения системы (2.69). Используя это соотношение и выражение (2.68) 
для 
2c , найдем одно из множеств особых решений: 
2 20.25 3y x Ax A     ;    2 2 30.5 2 2z x A x A A      . (2.70)                                                                                 
Выражение (2.70) представляет собой однопараметрическое мно-
жество особых решений, в котором параметром является новая произ-
вольная постоянная A .  Другое множество особых решений может быть 
получено при использовании второго уравнения (2.69). Полное решение 
модельной системы (2.65) мы  не будем выписывать.  
Как  видно, использование описанного выше алгоритма отыскания 
особых решений для реальных систем – сложная проблема.  Ею пользо-
ваться не будем. Основной результат, который можно получить из этого 
алгоритма, заключается в том, что с увеличением числа степеней свобо-
ды изучаемой системы растет множество особых решений. Поэтому мож-
но ожидать, что для сложных систем с большим числом степеней свободы 
они будут играть более значительную роль, чем для простых систем. 
В настоящей работе нас  будут интересовать, прежде всего, те осо-
бенности особых решений, которые заключаются в неопределенности 
фазовых траекторий, которые попадают в область этих решений. 
В большинстве случаев это легко решаемая задача. Достаточно провести 
анализ правых частей системы уравнений (2.57) на предмет выполнения 
для них условий Липшица. Еще проще:  следует посмотреть на произ-
водные этих правых частей по зависимым переменным. Если эти произ-
водные в некоторых точках фазового пространства будут неограниченно 
большими, то эти области будут теми областями, при попадании в кото-
рые возникает неопределенность.   
При учете особых решений могут быть легко реализованы режимы 
с хаотической динамикой. Для этого необходимо, чтобы фазовые траек-
тории динамической системы периодически попадали в точки особых 
решений. В  крайнем случае, как это будет видно в следующих разделах, 
эти траектории должны достаточно близко подходить к точкам особых 
решений. Математических моделей таких систем неограниченное мно-
жество. Это будет видно в приведенных ниже примерах.  
Осциллятор с нелинейным трением. Некоторые другие математи-
ческие модели. В качестве характерного примера рассмотрим динамику 
системы, которая описывается  следующими уравнениями: 
0 1x x ; 
2
1
1 0
0
0.5
2
x
x x
x
 
   
 
. 
 
(2.71)                                                                                                                           
В. А. Буц. Часть ІV. Регулярная и хаотическая динамика…             203 
 
Динамика такой системы первоначально была рассмотрена в рабо-
те [49]. Приведем наиболее важные характеристики этой системы. 
Прежде всего, легко показать, что функция  
2 2 2
0 1 0x R x R       
является интегралом системы (2.71). Причем параметр R  (радиус 
окружностей) может принимать произвольные значения.  Система  (2.71) 
представляет собой модель осциллятора с нелинейным трением. Фазо-
вый портрет системы (2.71) представлен на рисунке 2.8. Интегральными 
кривыми в этом случае являются окружности. Причем центры окружно-
сти располагаются на оси 1 0x  , а радиусы этих окружностей равны рас-
стоянию этих центров до нулевой точки ( 0 10; 0x x  ). Эта точка явля-
ется общей для всех окружностей. Кроме того, эта точка является особым 
решением системы (2.71). Покажем это. Проще всего это доказать, если 
воспользоваться полученным выше интегралом 0  . Из него  находим 
следующее обыкновенное дифференциальное уравнение для нахожде-
ния переменной 0x : 
2
0 0 02x x R x     . 
(2.72)                                                                            
Из этого уравнения легко увидеть, что точки 0 0x    и 0 2x R яв-
ляются точками, в которых условия Липшица не выполняются. Кроме 
того, видно, что эти точки являются решениями уравнения (2.72), т.е. эти 
точки являются особыми решениями уравнения (2.72). Однако легко 
также увидеть, что только точка 0 0x   удовлетворяет исходному урав-
нению (2.71), т.е. только она является особым решением. Этот же резуль-
тат можно получить, используя вышеприведенный алгоритм отыскания 
особых решений. Действительно, общее решение уравнения (2.72)  имеет 
вид: 
 0 1 sin .x R t C       
(2.73)                                                                                 
Используя приведенный выше алгоритм, находим следующие зна-
чения «константы» С: ( 1/ 2)C t n    . Подставим это выражение 
в общее решение (2.73). В результате находим два следующих особых 
решения уравнения (2.72): 
 0
0
1 1
2
Sx R
R

    

. 
 
(2.74)                                                                             
Как и в предыдущем случае, видно, что только одно из них, 
а именно 0 0sx  , является особым решением исходного уравнения 
(2.71). Глядя на интеграл уравнения (2.71), трудно представить, что ди-
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намика системы (2.71) может быть нерегулярной. Однако численные 
расчеты показывают, что она нерегулярна. Действительно, на рисунке 
2.9 показана зависимость переменной 0x  от времени. Видно, что фазовая 
траектория после прохождения точки особого решения ( 0 1 0x x  ) мо-
жет перескакивать с одной окружности на другую окружность. Причем 
эти перескоки являются случайными. Практически любое изменение 
точности счета меняет временную динамику системы. Кроме того,  спек-
тральный анализ динамики системы (2.71) показывает, что спектры этой 
динамики широкие, а корреляционная функция достаточно быстро спа-
дает (смотри рис. 2.10).  
 
 
 
Рис. 2.8. Фазовый портрет 
системы (2.54) 
 
 
Рис. 2.9. Зависимость от времени 
переменной 0x  
 
 
Рис. 2.10.  Корреляционная 
функция переменной  
Система (2.71) не является уникальной. В работе [49] была рас-
смотрена динамика другой системы: 
 
0
0 1 1 1
dx
x x x F
dt
     ;     2 41 1 0 0 2
dx
x x x F
dt
      . 
 
(2.75)                                          
0x
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Было показано, что в окрестности нуля эта система имеет области, 
в которых нарушается теорема единственности. Кроме того, фазовые 
траектории периодически попадают в эту область. Динамика этой систе-
мы нерегулярна. В работе [49] также показано, как можно построить 
множество систем, которые обладают нужными свойствами. Коротко 
опишем эти алгоритмы. 
Пусть  имеется интегральная кривая, которая задана уравнением:
 0 1, 0x x  . Тогда система уравнений, интегралом которой будет эта 
интегральная кривая, может быть представлена в следующем виде (см., 
например, [57]): 
   
1
0
1 0 1 0
1
, , ,
dx
F x x M x x
dt x



 

;         
   
1
1
2 0 1 0
0
, , ,
dx
F x x M x x
dt x



 

, 
 
(2.76)                         
где 0 1( , , )sF x x  – произвольные функции, которые обладают свойством: 
0 1(0, , ) 0sF x x  ;  10,M x x  – произвольная функция. 
Используя систему (2.76), можно построить большое разнообразие 
динамических систем, обладающих нужными свойствами. В качестве 
примера рассмотрим случай, когда интегральными кривыми является 
семейство окружностей с радиусом R : 
 
2 2 2
0 1 0x R x R      . (2.77)                                                               
Множество интегральных кривых  (2.77) представлено на рисун-
ке 2.8.  
Выбором функций sF  и M  можно добиться исключения парамет-
ра R  из системы уравнений (2.76). Действительно, выберем эти функ-
ции, например, в виде: 1 0F  ;  2 0 1,F f x x  ;  0 0 1M x f x x   , здесь 
 0 1f x x  – произвольная функция.  Подставляя эти выражения в систе-
му (3), получим множество систем уравнений, в которых параметр R  
уже исключен: 
 0 0 1 0 12
dx
x x f x x
dt
   ;      2 20 1 0 0 1
dx
x x f x x
dt
   . (2.78)                                           
Выбирая функцию  0 1f x x  в виде  0 1 01/ 2f x x x ,  получим сис-
тему уравнений  (2.71).  
Следует заметить следующее. Интегральными кривыми системы 
(2.76) будет семейство окружностей с общей точкой (0,0). Несмотря на 
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этот факт,  характер этой точки и динамика системы будут существенно 
зависеть от вида функции  0 1f x x . Может оказаться, что эта точка будет 
устойчивой особой точкой. В этом случае хаотическая динамика может 
быть реализована искусственным изменением характера этой точки. Та-
кая возможность может быть реализована путем добавления в систему 
уравнений (2.76) членов, пропорциональных первой степени независи-
мых переменных sx . Другая возможность связана с добавлением внеш-
него возмущения, которое будет «выбивать» изображающую точку из об-
ласти начала координат. 
Система уравнений (2.71) оказалась достаточно простой. Система 
(2.75) труднее для анализа. Рассмотрим некоторые результаты анализа 
этой системы. Если 0  , то эта система имеет следующее семейство 
интегральных кривых: 
4 2 2
0 1 0 0.x x Cx      
Здесь С – произвольная  постоянная. 
Используя эту формулу для интегральных кривых, правую часть 
второго уравнения системы (2.75) (при 0  ) можно переписать в сле-
дующем виде: 
4 2
2 0 02F x Cx    . Используя это выражение, легко уви-
деть, что левая часть неравенства Липшица в окрестности малых значе-
ний 0x  будет пропорциональна 
2
0 ( )x C C . Учитывая, что константы C  
и C могут существенно отличаться, то в окрестности нулевой точки (но 
не в самой точке) условие Липшица выполняться не будет. Единствен-
ность решения будет нарушаться. Однако такая «урезанная» система 
уравнений (2.75) будет вести себя вполне регулярно. Более того, очень 
быстро все начальные точки устремятся к нулевой точке и будут оста-
ваться в ее окрестности сколь угодно долго. Чтобы убрать такую особен-
ность динамики в системе (2.75), были добавлены линейные члены. Они 
не дают изображающим точкам останавливаться в нулевой точке.  
Динамика частиц в центральном поле. Задача Кеплера. В предыду-
щем разделе были  описаны некоторые особенности особых решений ОДУ. 
Были приведены примеры, как эти особенности влияют на динамику изу-
чаемых систем. Увидели, что учет особых решений может приводить к 
сложной хаотической динамике даже простых полностью интегрируемых 
систем. Однако приведенные в этом разделе примеры не содержали ясного 
физического смысла. Не до конца было ясным, можно ли использовать эти 
особенности не только для выделенных искусственно сконструированных 
математических моделей, но и для реальных физических систем. В насто-
ящем и в следующем разделах покажем, что учет особых решений может 
быть существенен и для хорошо известных физических моделей.  
Первым хорошим физическим примером системы с одной степенью 
свободы может служить задача о движении частиц в центральном поле. 
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Эта задача, благодаря существованию интеграла, который выражает 
закон сохранения углового момента, сводится к задаче, имеющей всего 
одну степень свободы. Более того, учитывая интеграл энергии, данная 
задача полностью интегрируется. Ниже  покажем, что, несмотря на ее 
интегрируемость, в ее динамике могут наблюдаться режимы, которые 
напоминают режимы с динамическим хаосом. Такая динамика будет 
возникать в том случае, когда фазовые траектории будут находиться 
вблизи особого решения.  Итак, пусть мы имеем уравнение Лагранжа: 
0
i i
d L L
dt q q
 
 
 
. 
Следуя за [58], запишем выражение для функции Лагранжа в по-
лярной системе координат ( ,r  ): 
2 2 2 ( )
2
m
L r r U r     . 
Подставляя это выражение в уравнение Лагранжа, найдем следу-
ющую систему обыкновенных дифференциальных уравнений, которые 
описывают динамику тел в центральном поле: 
r v  
2
3
1 1
( )
effU M U
v
m r m mr r
 
     
 
 
2/M mr  . 
 
 
 
(2.79) 
 
Здесь 
2
2
( )
2
eff
M
U U r
mr
  , 
2M mr const 
 
– угловой момент импуль-
са, который является интегралом. 
Следует заметить, что третье уравнение системы (2.79) не влияет 
на динамику первых двух уравнений. Динамика угловой переменной 
однозначно определяется радиальной динамикой. В этом случае система 
(2.79) имеет одну степень свободы. Из первых двух уравнений системы 
(2.79) следует интеграл энергии: 
2
2 2
2
( )
2 2 2
eff
m M m
E r U r r U
mr
     . 
(2.80) 
Обратим внимание, что при движении в центральном поле область 
координаты притягивающего центра ( 0r  ) такова, что условия Лип-
шица в ней нарушаются. Важно также, что при отличии от нуля углово-
го момента ( 0M  ) частицы никогда не падают на притягивающий 
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центр. Если учесть интеграл энергии, то задача о динамике тел в куло-
новском (или в гравитационном) поле полностью интегрируется. Такие 
решения можно найти во многих курсах механики (смотри, например, 
[58]). Действительно, с учетом (2.80) систему ОДУ (2.79) можно перепи-
сать в виде: 
 
2
2
2
( )
2
M
r E U r
m mr
    . 
2/ .M mr   
 
(2.81) 
Задача заключается в том, чтобы показать, что, несмотря на пол-
ную интегрируемость, динамика рассматриваемой задачи может быть 
очень сложной и, в некотором смысле, хаотической. Этот случай близок 
к тому, который был рассмотрен в предыдущем разделе. Отличие будет 
заключаться, прежде всего, в том, что это хорошо изученная физическая 
задача. Второе отличие будет заключаться в том, что фазовые траекто-
рии изучаемой системы не будут строго проходить через особые решения. 
Эти траектории будут проходить близко к области нарушения теоремы 
единственности, не попадая в нее непосредственно. Необходимая для 
реализации хаотических режимов величина близости будет определять-
ся параметрами системы, точностью проводимых численных расчетов 
и величиной малых внешних возмущений. Третье отличие заключается 
в том, что в рассматриваемой задаче появляются особые решения укоро-
ченной модели (2.81). 
Проиллюстрируем эти особенности. Для этого введем кулоновский 
(для движения заряженных частиц) или гравитационный (задача 
Кеплера) потенциал: /U Q r  . Кроме того, для дальнейшего удобно 
ввести следующие параметры: / ; /M m a Q m b  . Наиболее интерес-
ной является третья особенность. Поэтому начнем анализ с нее. Для ку-
лоновского потенциала система ОДУ (2.81) имеет простое аналитическое 
выражение для общего решения. Это решение выражает связь между 
радиусом и угловой переменной. Запишем общее решение в виде, кото-
рое представлено у Ландау [58]:  
 / 1 cosr p e C     . 
(2.82)                                                                
Здесь 
2 /p M mQ ,  2 21 2 / mQe EM   – эксцентриситет. 
Используя процедуру нахождения особых решений, которая опи-
сана в разделе 7.2, в данном случае легко найти следующие значения 
для константы С: 
.C n     (2.83)                                                                 
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Подставляя это выражение для константы С в общее решение 
(2.82), найдем следующие выражения для особых решений: 
 / 1sr p e  . (2.84)                                                                          
Эти решения не содержатся в общем решении. Однако они удов-
летворяют системе уравнений (2.81). Кроме того, легко увидеть, что в точ-
ках этих решений нарушается условие Липшица. Поэтому эти решения  
являются  особыми решениями. Легко также увидеть, что точки особого 
решения для захваченных частиц ( 0E  ) являются точками возврата. 
Таким образом, динамика частиц в этих точках должна приобретать неко-
торые особенности. Отметим также, что, несмотря на тот факт, что особые 
решения удовлетворяют уравнениям (2.81), эти решения не удовлетворя-
ют  полной системе уравнений (2.79). Действительно, в этих точках, в об-
щем случае, на частицу действует сила не равная нулю (см. второе урав-
нение системы (2.79)). Поэтому полученные особые решения можно 
назвать условно особыми. Представляет интерес изучить те особенности 
динамики частиц, которые порождаются этими особыми решениями. 
Прежде всего, рассмотрим тот случай, который соответствует равенству 
нулю эксцентриситета ( 0e  ), т.е. рассмотрим динамику частицы на кру-
говой орбите. При этом два особых решения сливаются.  
Анализ динамики проведем численными методами. В первом слу-
чае выберем начальные условия, которые соответствуют строгому положе-
нию частицы на круговой орбите: (0) 0.125r  . Параметры системы вы-
браны равными: 0.5a  , 2b  . При этих значениях параметров 
и начальных значениях динамика частиц абсолютно устойчива. В дина-
мике не наблюдается ни колебаний, ни отклонений от круговой орбиты. 
Радиус траектории не меняется на всех интервалах времени. Время счета 
практически неограниченно. Однако достаточно незначительно изменить 
начальное положение частицы, как ее динамика становится неустойчивой 
(при тех же параметрах численных расчетов). В качестве примера на ри-
сунке 2.11 представлены результаты расчетов при (0) 0.1249r  , т.е. 
изменили начальное положение радиуса всего на 4(0) 10r   . Из рисунка 
видно, что уже после безразмерного времени 400 радиус частицы начина-
ет быстро расти. Увеличение точности расчетов на два порядка 
(TOL=TOL=10-6) позволяет избежать этой неустойчивости. Однако и в этом 
случае характер отражения частиц от точек поворота во многом носит 
случайный характер. Для иллюстрации этого факта на рисунках пред-
ставлены зависимость радиуса частицы от времени (рисунок 2.12) и кор-
реляционная функция этого движения (рисунок 2.13) при начальном по-
ложении частицы (0) 0.075r  . Видно, что положение частицы при ее от-
ражении от стенок эффективного потенциала носит случайный характер. 
Этот факт отражается при статистической обработке. На рисунке 2.13 
представлена автокорреляционная функция радиальной динамики ча-
стицы. Видно, что корреляции достаточно быстро спадают.    
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Рис. 2.11. Возникновение 
неустойчивой динамики частицы 
при незначительном отклонении  ее 
начального положения 
(
4(0) 10r   ) от круговой орбиты 
 
 
Рис. 2.12. Радиальная динамика 
 частиц. Неустойчивость 
 подавлена. Однако видно, что  
процесс отражения от стенок  
эффективного  потенциала не 
 является строго регулярным 
 
 
Рис. 2.13. Автокорреляционная функция переменной  
 
Интересно отметить некоторую асимметрию динамики частицы 
при уменьшении начального радиуса и при увеличении начального ра-
диуса на ту же величину: (0) 0.175r   (смотри рис. 2.14 и 2.15).  
 
Рис. 2.14. Радиальная динамика 
частицы  при (0) 0.175r  . Дина-
мика и процесс 
отражения от стенок эффективного 
 потенциала отличаются от случая  
(0) 0.075r   
 
 
Рис. 2.15.  Автокорреляционная функция 
переменной r . Начальное положение 
частицы равно (0) 0.075r   
 
r
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Несмотря на кажущееся усложнение динамики, эта динамика ока-
зывается более регулярной. Действительно, в этом случае корреляции 
сохраняются на больших временах (смотри рисунок 2.15).   
Рассмотрим теперь влияние асимметрии формы притягивающего 
центра и влияние малых возмущения. Для этого в правую часть второго 
уравнения (2.79) введем добавочный член:   0cos /t x
      . Если 
0   и 0  , то этот член учитывает внешнее периодическое возму-
щение. Если же 4, 0   , то он описывает влияние асимметрии 
формы притягивающего тела. 
Вначале рассмотрим динамику системы (2.79) при отсутствии всяких 
возмущений 0  . Точность расчетов высокая (TOL=TOL=10-15). Выберем 
следующие параметры системы (2.79): (0) 10r  ; (0) 0.1r  ; (0) 0  ; 
0.3a  ;  2.b   Характерные результаты численных расчетов кеплеров-
ской динамики системы (2.79) представлены на рисунках 2.16-2.20.  
 
 
 
Рис. 2.16. Характерная зависимость 
от времени расстояния частицы 
от притягивающего центра 
 
 
Рис. 2.17. Характерная зависимость 
скорости частицы  
от времени 
 
Рис. 2.18. Характерная зависимость 
фазы частицы от времени 
Для дополнительной иллюстрации регулярной динамики частицы 
на рисунках 2.20 и 2.21 представлены результаты влияния асимметрич-
ности формы притягивающего центра. Известно, что отклонение притя-
гивающего потенциала от сферически-симметричной формы приводит 
к повороту перигелия на угол, отличный от 2 . Кроме того, такая же 
особенность движения перигелия наблюдается при учете эффектов ре-
лятивизма. Возникает так называемая розеточная траектория Зоммер-
фельда (см. рис. 2.21).  
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Рис. 2.19. Классическая 
эллиптическая  
траектория Кеплера.  
Параметры системы 
(2.79): (0) 10r  ; 
(0) 0.1r  ;   (0) 0  ; 
0  ;  cosnF r   ;
sinnH r  
 
 
Рис. 2.20. Появление 
розеточной траектории. 
Параметры системы 
(2.79): (0) 10r  ; 
(0) 0.1r  ; 
(0) 0  ; 0.1  ; 
2; 2;a b  0, 4    
 
 
 
 
Рис. 2.21. Розеточная 
траектория, 
аналогичная траектории 
Зоммерфельда.  
Параметры системы 
(2.79): ; 
;  ;  
;  ; 
 
 
Из приведенных рисунков видно, что динамика регулярная. При-
чем можно показать, что чем меньше будет величина углового момента 
импульса (параметр a ), тем ближе траектории легкой частицы будут под-
ходить к притягивающему центру. Координаты притягивающего центра 
представляют собой особое решение. В этой точке нарушается теорема 
единственности. Рисунки 2.20 и 2.21 иллюстрируют тот факт, что инте-
гральные кривые в окрестности этой точки «сгущаются». Поэтому даже 
небольшое возмущение траекторий в этой области может переводить дви-
гающееся тело с одной траектории на другую траекторию, положения ко-
торых в другой области фазового пространства существенно отличаются. 
Силы, которые перебрасывают движущееся тело с одной траектории на 
другую, могут быть очень малы и  в общем случае могут быть случайны-
ми.  Но даже в том случае, когда они регулярные, но периодические, 
и период этих сил не совпадает с периодом движения тела вокруг притя-
гивающего центра,  динамика движущегося тела может оказаться слу-
чайной. Действительно, введем малое регулярное периодическое возму-
щение потенциала: 0.0001; 4   10  . Такое возмущение потенциала 
может соответствовать потенциалу иона во внешнем периодическом элек-
трическом поле. Остальные параметры системы (2.79) равны: (0) 10r  ;  
(0) 0.1r  ; (0) 0  ; 0.3; 2;a b  (TOL=TOL=10-6 ). Характерная динами-
ка движущегося тела в этом случае представлена на рисунках 2.22-2.24. 
Из этих рисунков видно, что движущееся тело случайным образом пере-
скакивает с одной траектории на другую траекторию. Спектры этого дви-
жения широкие, а корреляционная функция быстро спадает. Если чис-
ленные расчеты проводить при меньшей степени точности, то аналогич-
(0) 10r 
(0) 0.1r  (0) 0 
0.1  0, 4  
1.5; 2a b 
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ная картина (возникновение нерегулярной динамики) появляется и в от-
сутствие внешнего возмущения.  
 
 
Рис. 2.22. Характерная временная 
зависимость расстояния частицы от 
притягивающего центра 
 
 
 
Рис. 2.23. Характерная 
зависимость скорости 
частицы от времени 
 
 
Рис. 2.24. Характерная зависимость фазы частицы от времени 
 
Выше уже упоминалось, что чем ближе траектория частицы подхо-
дит к притягивающему центру, тем чувствительнее ее динамика 
к внешним возмущениям. В качестве дополнительной иллюстрации этого 
факта ниже приведена зависимость радиуса частицы от времени 
в отсутствие возмущения (рисунок 2.25). Чтобы частица достаточно близко 
подходила к области особого решения, были выбраны следующие пара-
метры системы: 0.01a  , 2b  , 0  , 4  , 8  , 0(0) (0) 5r x  ,  
CTOL=TOL=10-15, число шагов равно N=3.277*104.   
На тех же временах, при тех же значениях параметров было введе-
но чрезвычайно малое возмущение . На рисунке 2.26  видно, что 
наличие такого возмущения приводит к развитию неустойчивости. Радиус 
частицы начинает расти. Расчеты проводились до времени, меньшего 250. 
При больших временах  частица уходила на бесконечность. 
Таким образом, проводить анализ траектории частиц при пара-
метрах, когда частица близко подходит к точкам особых решений, нужно 
с большой осторожностью. Неучтенные в модели, даже очень малые чле-
ны, могут радикально изменить динамику частиц. 
 
910 
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Рис. 2.25. Зависимость от времени  
Расстояния частицы от  
притягивающего центра  
в отсутствие возмущения ( 0  ) 
 
 
Рис. 2.26. Зависимость от времени 
Расстояния частицы от  
притягивающего центра  
при наличии малого возмущения  
( 910  ) 
Динамика  более сложных систем. Динамика трехволнового взаи-
модействия. Вторым, хорошо изученным физическим процессом, на ди-
намику которого может существенно повлиять учет особых решений, яв-
ляется процесс нелинейного трехволнового взаимодействия. При форму-
лировке математической модели такого взаимодействия часто использу-
ется замена зависимых переменных  в виде:  
exp( ).k k kA a i    (2.85) 
Здесь 
ka , k  – действительная амплитуда и фаза комплексной пе-
ременной kA . 
Такая замена очень широко распространена. Примерами таких 
преобразований могут быть преобразования, которые осуществляются 
при переходе от уравнений квантовой механики к уравнениям Гамиль-
тона–Якоби классической механики. Кроме того, такие преобразования 
широко используются в радиофизике, электронике, в физике плазмы. Во 
всех этих случаях системы уравнений, которые описывают изучаемый 
процесс в новых переменных, содержат области, в которых нарушается 
теорема единственности. С этими областями могут быть связаны особен-
ности динамики изучаемых процессов. Ниже на примере нелинейного 
взаимодействия трех волн в нелинейных средах (в частности, в плазме) 
покажем, какие при этом могут возникнуть особенности.  
Для определенности  будем следовать результатам, которые изложе-
ны в работе [59]. В этой монографии получена система уравнений, описы-
вающая динамику комплексных амплитуд трех взаимодействующих волн в 
плазме. Эту систему уравнений можно представить в следующем виде: 
0 1 2 3cosx x x x   ;     1 0 2 3cosx x x x  ;     2 1 0 3cosx x x x ;                                            
0 1 0 2 2 1
3 3
2 1 0
sin cos
x x x x x x
x x t
x x x
  
 
      
 
. 
(2.86) 
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Здесь  ; 0;1;2;k kx a k   – модули комплексных амплитуд взаи-
модействующих волн; 3 0 1 2x t        ;   ; 0;1;2k k   – дей-
ствительные фазы взаимодействующих волн. 
Если 0  ; 0  , то система уравнений (2.86) имеет следующие 
интегралы:  
2 2
0 1 1x x M const    ;    
2 2
0 2 2x x M const   . 
(2.87) 
Система уравнений (2.86) при 0   детально изучена во многих 
работах и монографиях. Ниже нас будет интересовать влияние именно 
этого малого добавочного возмущения на динамику взаимодействия волн.  
Из вида системы (2.86) сразу видно, что  в точках  фазового простран-
ства, где амплитуды взаимодействующих волн стремятся к нулю, теорема 
единственности будет нарушаться. Кроме того, из этой же системы видно, 
что координаты этих точек являются решениями системы (2.86). Особыми 
решениями. В реальной динамике взаимодействия волн фазовые траекто-
рии только приближаются к этим точкам. Ситуация во многом аналогична 
той, которая была описана в предыдущем разделе относительно задачи 
Кеплера. При прохождении фазовых траекторий вблизи этих точек незна-
чительные, чаще всего  малые,  неучтенные силы, могут приводить к ради-
кальному изменению динамики. Эти особенности необходимо иметь в виду. 
Чтобы проиллюстрировать такое влияние малых сил, рассмотрим динами-
ку системы уравнений (2.86) при наличии малого периодического возмуще-
ния. Сравним динамику системы (2.86) в отсутствие малого возмущения и 
при его наличии. Начальные условия для всех случаев выберем в неустой-
чивой зоне: 
0 1 2 30.999; 0.01; 0.044; 0.01x x x x     ; 0  ; (m=14; 
TOL=CTOL=10-5). 
Прежде всего, рассмотрим случай отсутствия возмущения ( 0  ). 
Результаты численного исследования системы (2.86) в этом случае пред-
ставлены на рисунках 2.27–2.29. На этих рисунках представлена харак-
терная динамика изменения взаимодействующих амплитуд, а также их 
статистическая обработка (спектры и автокорреляционная функция). 
Видна хорошо известная регулярная временная динамика взаимодей-
ствующих волн: амплитуды периодически меняются. Спектры узкие, 
корреляционная функция осциллирует, но максимальная амплитуда ее 
не меняется. На рис. 2.33 видно хорошее выполнение закона сохранения 
1M const . При выбранных начальных значениях амплитуды взаимо-
действующих волн достаточно близко приближаются к области наруше-
ния теоремы единственности. Можно ожидать, что при  недостаточной 
точности проведения численных расчетов амплитуды будут попадать 
в эти области и, как результат, динамика может стать нерегулярной. 
Действительно, такой процесс имеет место. Однако мы сконцентрируем 
свое внимание на том случае, когда точность расчета высока, но на си-
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стему может действовать малая, в модели неучтенная внешняя сила. 
Такая ситуация представляет наибольший интерес, так как высокая 
степень точности численных расчетов может приводить к необоснован-
ной уверенности, что мы в своих исследованиях получаем правильную 
динамику. Оказывается, что очень малые внешние силы могут серьезно 
нарушить эту динамику.  
 
 
Рис. 2.27. Зависимость 
амплитуды распадающейся 
волны от времени 
 
 
Рис. 2.28. Вид спектра 
переменной 0x  
 
 
Рис. 2.29. Автокорреляционная функция переменной  
 
Проиллюстрируем сказанное выше расчетами системы уравнения 
(2.86) при учете малого внешнего возмущения. Будем считать, что ам-
плитуда этого возмущения и его частота равны 0.001; 1   . Резуль-
таты расчетов этой системы приведены на рисунках 2.30-2.32. Из этих 
рисунков видно, что динамика уже стала менее регулярной. Спектры 
значительно расширились, а корреляционная функция достаточно 
быстро спадает. Все это говорит о том, что в данных условиях учет даже 
незначительных внешних добавочных сил может приводить к каче-
ственному изменению динамики взаимодействия волн.  
Рисунки 2.33 и 2.34 демонстрируют изменения величины . 
В отсутствие возмущения эта величина является интегралом и практиче-
ски не меняется. При наличии возмущения (см. рис. 2.34) эта величина 
изменяется только на величину, пропорциональную этому возмущению.   
 
0x
1M
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Рис. 2.30. Зависимость 
амплитуды распадающейся 
волны от времени 
 
Рис. 2.31. Вид спектра 
переменной 
0x  при наличии 
возмущения 
 
Рис. 2.32. Автокорреляционная функция переменной  
 
 
Рис. 2.33. Демонстрация закона  
сохранения  1M const  
 
 
 
 
Рис. 2.34. Изменение величины  
1M при наличии возмущения 
 
Хаотическая динамика, порождаемая линейными системами. 
Пример. Динамика трех связанных линейных осцилляторов. Пример, 
который мы хотим рассмотреть, относится к возникновению динамиче-
ского хаоса в линейных системах. На этом примере постараемся найти те 
дополнительные условия, которые необходимы для реализации режимов 
с динамическим хаосом. В работах [60–62] было показано, что многие 
динамические системы, которые описываются системой линейных урав-
нений, могут иметь режимы с динамическим хаосом. Такая возможность 
возникала в тех случаях, когда в исходных линейных дифференциаль-
ных уравнениях делалась замена зависимых переменных. Причем эта 
замена была такова, что исходная линейная система уравнений пре-
вращалась в систему нелинейных уравнений. Режимы с динамическим 
0x
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хаосом в таких нелинейных системах широко распространены. Ниже мы 
покажем, что возможной причиной динамического хаоса в таких систе-
мах являются именно введенные замены переменных. Якобиан таких 
преобразований в определенных точках фазового пространства обраща-
ется в бесконечность. Кроме того, динамика изучаемой системы характе-
ризуется нелинейными резонансами, которые могут перекрываться. 
Каждая из этих особенностей динамики может определять хаотическую 
динамику изучаемых линейных систем.  
Рассмотрим  наиболее простой пример, в котором содержатся ука-
занные особенности. Рассмотрим случай динамики трех взаимодейству-
ющих линейных осцилляторов. Будем считать, что два из них одинако-
вые, а частота третьего слегка отличается от частоты первых двух  
( 1 0 2,         ). Кроме того, мы будем считать, что коэффи-
циенты связи между осцилляторами малы. В этом случае динамика  та-
ких осцилляторов может описываться следующей системой уравнений: 
 0 0 1 1 2 2 1 1 1 0 2 2 2 0; ; 1q q q q q q q q q q                , (2.88)                                                                                       
где , , 2 /
dq
q t
d
    

     ,  2/i i    ,   1, 1i   .               
В уравнении (2.88) введены безразмерные коэффициенты связи. 
Так как правые части (коэффициенты связи) системы уравнений малы, 
то решение системы уравнений (2.88) удобно искать в виде: 
 ( )expi i iq A i t  . (2.89)                                                         
В решении (2.89) зависимость комплексных амплитуд ( )iA   от 
времени обусловлена наличием связи между осцилляторами. В том слу-
чае, когда эта связь мала, можно считать, что эти амплитуды являются 
медленно меняющимися функциями. В этом случае для нахождения 
медленно меняющихся комплексных амплитуд можно воспользоваться 
методом  усреднения. В результате получим следующую систему укоро-
ченных уравнений для нахождения этих амплитуд:  
0 1 1 2 22 exp( )iA A A i     ;             1 1 02iA A  ;        
2 2 02 exp( )iA A i    . 
(2.90)                                                                                  
Из (2.90) следует следующая связь между квадратами комплекс-
ных амплитуд: 
 2 2 20 1 2 2 0 22 sin .
d
A A A A A
d
 

        
Из этого соотношения следует, что если расстройка по частоте рав-
на нулю ( 0  ), то система (2.90) имеет всего одну степень свободы. Раз-
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витие хаотической динамики в такой системе возможно только при 
наличии особых решений. Мы хотим рассмотреть более общую ситуацию, 
когда использованная замена не только порождает особые решения, но 
приводит к возникновению нелинейных резонансов и к возможности их 
перекрытия. Ниже мы увидим, что именно расстройка определяет рас-
стояние между нелинейными резонансами. 
Для дальнейшего анализа динамики комплексных амплитуд 
( )iA   представим их в виде: 
( ) ( )exp( ( ))i iA a i    . (2.91) 
Здесь  ia ,  i  – действительные амплитуды и действительные фазы.  
Именно замена комплексных амплитуд ( )iA  на действительную 
амплитуду и фазу, как мы увидим ниже,  является источником динами-
ческого хаоса. Якобиан такого преобразования в некоторых точках обра-
щается в бесконечность (смотри (2.98) и текст ниже). Подставим (2.91) 
в (2.90). Тогда для нахождения действительных амплитуд и фаз полу-
чим следующую систему уравнений:     
       0 1 1 2 2 1/ 2 sin / 2 sina a a          ;    
   1 1 0/ 2 sina a   ;                                      
        2 2 0 1/ 2 sina a    :   
       0 1 21 2 1
1 0 0
/ 2 cos / 2 cos
a a a
a a a
 
   
        
   
  ,          
            0 2 11 2 1 1
2 0 0
/ 2 cos / 2 cos
a a a
a a a
  
   
         
   
 ,                  
 
 
 
(2.92)                                                                                                                                                                                
где  1 0 1 2 0, .            
Из первых трех уравнений этой системы следует следующий инте-
грал: 
2 2 2
0 1 2a a a const   . (2.93)                                                                  
Интеграл (2.93) практически является интегралом энергии и ука-
зывает, что энергия от одного осциллятора может переходить ко второму 
или третьему осциллятору и наоборот. Динамика такой перекачки, 
в общем случае, может быть сложной.  
Критерий возникновения динамического хаоса. Представляет ин-
терес найти аналитические условия, при выполнении которых динамика 
нелинейной системы (2.92) будет хаотической. Для этого вначале пред-
положим, что имеется только два осциллятора – первый и второй. Тре-
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тий осциллятор отсутствует ( 2 0A  ). В этом случае из системы уравне-
ний (2.90) следует: 
2 2
0 1A A const  . (2.94) 
В этом случае динамика комплексных амплитуд 0A  и 1A  очень 
простая. Они осциллируют с частотой / 2 . Динамика же действитель-
ных амплитуд ia и действительных фаз   и 1  значительно более 
сложная. Действительно, из системы (2.92) можно получить следующее 
уравнение для нахождения фазы  : 
   
 
2 2
2 2 2 22
0 1 0 11
2 2
0 1
sin 2
8
a a a a
a a
    
    
 
 
. 
 
(2.95)                                             
Уравнение (2.95) представляет собой уравнение математического 
маятника, амплитуда которого, в свою очередь, описывается первыми 
двумя уравнениями системы (2.92). Таким образом, для определения 
фазы   мы получили достаточно сложное нелинейное уравнение. Впро-
чем, в случае существования только двух связанных осцилляторов мы 
качественно знаем динамику поведения действительных амплитуд ia . 
Она заключается в том, что если в начальный момент времени колебал-
ся первый осциллятор, а амплитуда колебаний второго была достаточно 
мала, то по истечении времени 1~ 2 /   амплитуда первого будет стре-
миться к нулю, в то время как амплитуда второго достигнет своего мак-
симального значения, равного единице. При этом квадратная скобка в 
уравнении (2.95) по абсолютной величине будет всегда больше единицы. 
Таким образом, минимальную ширину нелинейного резонанса можно 
оценить величиной  1~  .  
Рассмотрим теперь ситуацию, когда отсутствует второй осциллятор 
( 1 0A  ). При этом происходит взаимодействие первого и третьего осцил-
ляторов. Уравнение для фазы  1   в этом случае будет иметь вид: 
   
   
2 2
2 2 2 22 2 2
0 2 0 22 2 0 2
1 1 12 2
0 2 0 2
sin 2 sin
8 2
a a a a a a
a a a a
       
       
    
. 
 
(2.96)                            
Уравнение (2.96) отличается от уравнения (2.95) прежде всего 
наличием последнего члена, который обусловлен наличием расстройки 
частот взаимодействующих осцилляторов. В отсутствие этой расстройки 
уравнение (2.96) переходит в уравнение (2.95) при естественной замене 
2 1a a . Уравнение (2.96) также представляет собой уравнение нели-
нейного осциллятора, структура которого, однако, значительно более 
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сложная, чем структура нелинейного осциллятора (2.95). Однако и в 
этом случае мы знаем качественную динамику действительных ампли-
туд ia . Поэтому, также как и в предыдущем случае, мы можем оценить 
минимальную ширину нелинейного резонанса: 1 2~  . 
Естественно ожидать, что когда нелинейные резонансы пересекут-
ся, т.е. когда будет выполнено условие  1 2    , то динамика систе-
мы (2.92) будет хаотической. Численные расчеты системы (2.92) полно-
стью подтверждают этот вывод (см., например, [60-62]). Действительно, 
спектры динамики при выполнении этих условий оказываются широки-
ми, корреляционные функции быстро спадают, главные показатели Ля-
пунова положительны.  
Инвариантная мера как критерий возникновения хаотической ди-
намики при замене переменных. Рассмотренные выше примеры явля-
ются достаточно простыми. Известен аналитический вид интегральных 
кривых этих систем. Этот факт позволил определить решения, в которых 
теорема единственности не выполняется. В более сложных случаях та-
кая возможность возникает довольно редко, поэтому хотелось бы найти 
более простые и общие критерии, которые позволят определить области 
фазового пространства, в которых возможно проявление элементов не-
предсказуемости. Одна из возможностей заключается в использовании 
инвариантной меры. Действительно, введем меру «отрезка» x : 
( )ip x x   . Здесь ( )ip x  – плотность вероятности нахождения изоб-
ражающей точки в этом отрезке. Пусть в результате временной динами-
ки рассматриваемой системы точка ix  переходит в точку z  (или в ре-
зультате замены переменных). Таким образом, имеем ( )iz f x  – образ 
точки ix ; ix  
– прообраз точки z . Прообразов  может быть много. Рассмот-
рим теперь некий «отрезок» z : ( / 2; / 2z z z z  ). Мера этого от-
резка теперь будет определяться формулой: 
( ) ( )z i i
i
g z z p x x     . (2.97) 
Здесь ( )g z
 
– плотность вероятности нахождения изображающей точки 
в фазовом объеме z . Из этой формулы находим выражение для плот-
ности ( )g z : 
( )
( ) ( ) i ii
i i i
x p x
g z p x
z J

 

  . 
(2.98) 
Здесь iJ  – якобиан преобразования новых переменных через старые пе-
ременные.  
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Формула (2.98) практически является формулой Перрона–Фробе-
ниуса. Из этой формулы  видно, что в тех областях, где якобиан преобра-
зования будет иметь какие-то особенности (например, обращаться в бес-
конечность или в ноль), можно ожидать, что соотношения между исход-
ными плотностями вероятностей и преобразованными  станут неопреде-
ленными. Эти области могут быть источниками динамического хаоса. 
Рассмотрим в качестве примера наиболее часто используемую и 
наиболее важную замену. Пусть имеется зависимая переменная 
 ,x A A  . Здесь A A iA   . Произведем замену: 
 expA A iA a i     . Здесь a  – амплитуда комплексной амплитуды 
A :
2 2a A A    ,  /arctg A A    – фаза этой переменной. Легко 
проверить, что в этом случае 1/J a . Таким образом, если 0a , то мы 
попадаем в область непредсказуемости. Этот результат соответствует тому 
результату из предыдущего раздела, что при таких преобразованиях точ-
ки фазового пространства, в которых 0a , соответствуют точкам особых 
решений. 
Отметим также, что рассмотренное преобразование описывает пе-
реход от квантового рассмотрения к классическому рассмотрению. При 
этом условие 0a  соответствует стремлению к нулю скорости частицы. 
Этот факт соответствует известному результату, что переходы от кванто-
вого рассмотрения к классическому рассмотрению для частиц с нулевы-
ми скоростями не корректен.  
Выше было рассмотрено преобразование, которое наиболее часто 
встречается в физике, особенно в радиофизике. Кроме этого преобразо-
вания часто используют преобразование, которое переводит линейное 
уравнение второго порядка к уравнению Риккати. Это уравнение перво-
го порядка, но уже нелинейное. Можно ожидать, что при такой замене 
переменных также могут возникнуть хаотические режимы. Покажем, 
что замена, которая приводит к уравнению Риккати, эквивалентна той, 
которая использована выше. Действительно, пусть имеем уравнение 
2 0x x  . Используем замену 0 /x x x . Тогда это линейное уравне-
ние преобразуется в нелинейное уравнение Риккати: 
2 2
0 0x x   . 
(2.99) 
Заметим, что старая зависимая переменная связана с новой зави-
симой переменной соотношением:    
0
0
( ) exp ( )
t
x t a x t dt   . 
Представим комплексную функцию 0x  в таком виде:
0 ( ) ( )x i t i t    . Здесь 0Re x  , 0( ) Imt x  . Тогда выражение 
для старой зависимой переменной можно переписать в виде: 
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( ) ( )exp( ( ))x t A t i t i t   . (2.100) 
Здесь  
0
( ) exp
t
A t a dt
 
  
 
 , a const ,   
0
( ) ( )
t
t t dt   .  
Легко видеть, что выражение для старой комплексной переменной 
( )x t  через новые переменные совпадает с выражением, которое было 
использовано выше. 
В качестве еще одного примера рассмотрим образование каустик 
в геометрической оптике. Решения дифференциальных уравнений 
в геометрической оптике могут быть представлены в следующем виде: 
( , , )r R s  ,     ( , , )p P s  . (2.101) 
Здесь ( )r r s  – траектория луча;  p  – импульс луча;  , , s   – лучевые 
координаты луча. 
Отметим, что лучевые координаты определяются на поверхности 
источника лучей. Причем можно считать, что координаты   и    «нуме-
руют» лучи, которые покидают исходную поверхность, а координата s  
определяет длину дуги луча. Уравнения (2.101) определяют семейство 
лучей, которое порождается заданным распределением поля на исход-
ной поверхности. Можно сказать, что уравнения (2.101) описывают связь 
лучевых координат с декартовыми координатами. При этом, как извест-
но, на каустиках якобиан преобразования декартовых координат через 
лучевые координаты должен обращаться в ноль (см., например, [64]). 
Дальнейшая траектория лучей, прошедших через каустику, будет тако-
вой, что ее детерминант преобразования декартовых координат через 
каустические координаты будет обращаться в бесконечность. При этом, 
если при подходе к каустикам динамика лучей была полностью детер-
минированной, т.е. ее плотность вероятности можно выразить через 
дельта-функцию: ( ) ~ ( ( ))i i ip x x x t  , то в соответствии с формулой 
(2.98) плотность вероятности ( )g z  в окрестности каустик становится не-
определенной. Таким образом, находясь в рамках геометрической опти-
ки, на каустиках можно терять некоторую информацию об индивиду-
альных лучах. Следует, однако, обратить внимание, что на каустиках 
происходит группировка лучей только в конфигурационном простран-
стве. В общем случае, лучи, входящие в каустику, имеют разные накло-
ны (импульсы). Более того, если уравнения, которые описывают дина-
мику лучей, являются гамильтоновскими, то сжатие конфигурационного 
пространства автоматически приводит к расширению этого пространства 
в импульсном направлении. Как результат, полный фазовый объем 
должен сохраняться. Поэтому можно ожидать, что при прохождении кау-
стик будет потеряна информация только «нумерации» лучей. Однако 
этот вопрос требует дополнительного рассмотрения.  
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Скрытая динамика. В настоящем подразделе показано, что ис-
пользование особых решений позволяет практически любую регулярную 
функцию представить в виде некоторой комбинации функций, динамика 
которых хаотична. Для этого рассмотрим такую систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 
x y ,   y x  . (2.102) 
Эта система представляет собой уравнения линейного осциллято-
ра. Нас будет интересовать случай, когда эти переменные представляют 
собой комплексные функции.  Кроме того, нас будут интересовать такие 
замены, которые приводят к возникновению хаотической динамики. Ес-
ли воспользоваться  тривиальной заменой R Ix x i x   ,   R Iy y i y   , 
то, как легко видеть,  действительные и мнимые компоненты разделяют-
ся. Действительно: 
R Rx y  ,     .R Ry x                       
(2.103) 
I Ix y ,    .I Iy x   
  (2.104) 
В этом случае динамика реальной и мнимой частей представляют 
собой динамику линейного осциллятора. Новой динамики не возникает. 
Новая динамика возникает при другой замене зависимых пере-
менных. А именно при заменах: 
 0 2exp ,x x i x        1 3exp .y x i x    (2.105) 
Здесь ( )kx t  
– действительные функции;   0,1,2,3,k  . 
Подставляя (2.105) в (2.102), получим следующую систему ОДУ 
для нахождения новых зависимых переменных ( )kx t : 
 0 1 3 2cos ,x x x x                1 0 3 2cos ,x x x x    
 12 3 2
0
sin ,
x
x x x
x
                 03 3 2
1
sin
x
x x x
x
   . 
 
(2.106) 
Эти четыре  уравнения можно переписать в виде трех уравнений: 
0 1 cosx x   ;        1 0 cosx x    
0 1
1 0
sin
x x
x x
 
     
 
 . 
(2.107) 
Здесь 
3 2x x   . 
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Кроме того, из первых двух уравнений системы (2.106) или (2.107) 
видно, что эти системы имеют следующий интеграл: 
2 2
0 1x x const  . 
(2.108) 
Таким образом, система уравнений (2.107) имеет всего одну степень 
свободы. Исходная система (2.102) также имела одну степень свободы. 
Вернемся к (2.106). Легко видеть, что эта система имеет решение 
0 1 0x x  . Это особое решение (в точках этого решения условия  теоре-
мы единственности нарушаются). В соответствии с (2.108) такое решение 
будет реализовано только при нулевых начальных условиях. При других 
начальных условиях система только периодически будет попадать в точ-
ки особого решения. Как только она попадает в точку, например 
0 0x  , 
то соответствующая фаза ( 2x ) становится неопределенной. Она случай-
ным образом либо не меняется, либо меняется (скачком) на величину  . 
Эта особенность динамики амплитуды и фазы демонстрируется на ри-
сунках 2.35, 2.36. На рисунке 2.35 видно, что при прохождении нулевого 
значения производная зависимой переменной либо не меняется, либо 
обращается в ноль. В соответствии с этой особенностью динамики ам-
плитуды, в те же моменты времени, фаза 2x  либо не меняется, либо ме-
няется на величину    (см. рис. 2.36).  
 
 
Рис. 2.35. Характерная 
зависимость переменной 
0x  (амплитуды) от времени 
 
 
Рис. 2.36. Характерная 
зависимость переменной 
2x  (фазы) от времени 
 
 
Рис. 2.37.  Автокорреляционная функция переменной  0x
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Эта особенность в динамике прохождения нулевой точки амплиту-
ды 0x  находится в полном соответствии с тем, что, как показано 
в предыдущем разделе, в этих точках рождается неопределенность. Си-
стема случайным образом выбирает возможные для нее пути дальней-
шей динамики. В нашем простейшем случае таких путей только два: 
либо непрерывная динамика, либо динамика со скачком фазы на  . 
Следует сказать, что выбор во всех случаях случайный. Он зависит от 
точности проводимых исследований. Малейшее изменение в параметрах 
численных расчетов меняет расположение точек, в которых меняется 
динамика. Тот факт, что эти скачки являются случайными, отражается 
в поведении автокорреляционной функции как для амплитуды, так 
и для фазы. Характерный вид автокорреляционной функции для  
амплитуды представлен на рис. 2.37. 
Наиболее важным и интересным является тот факт, что, несмотря 
на случайную динамику новых зависимых переменных, некоторая комби-
нация этих переменных ведет себя вполне регулярно. Действительно,  
если все проведенные замены и проведенный численный анализ вполне 
адекватны друг к другу, то из новых зависимых переменных можно скон-
струировать функцию, которая полностью совпадает с исходными зависи-
мыми переменными: 
0 2sin( ) x IF x x   , 0 2cos( ) x .RG x x    Такая комби-
нация должна иметь регулярную динамику. В этом случае, несмотря на 
тот факт, что переменные 0x  и 2x  ведут себя случайно, функции G  и F  
должны  быть регулярными. Более того, их динамика должна совпадать 
с динамикой функций Rx  и Ix . Именно такая динамика этих функций  
и наблюдается. Этот факт иллюстрируется рис. 2.38 и 2.39. Легко увидеть, 
что эта динамика полностью совпадает с динамикой функций Rx  и Ix .  
Отметим, что приведенные расчеты проводились при следующих началь-
ных условиях: 
0 0.99999x  , 
3
1 1.999 10x
  , 2 0.1x  , 3 0.x   
        
 
Рис. 2.38. Зависимость функции G   
от времени. Эта функция регулярна. 
Легко увидеть, что она полностью  
совпадает с функцией Rx  
 
Рис. 2.39. Зависимость функции F   
от времени. Эта функция регулярна. 
Легко увидеть, что  она полностью сов-
падает с функцией Ix  
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Таким образом,  видно, что даже самая простая регулярная функ-
ция  sin t   или  cos t   может быть представлена в виде произве-
дения двух функций, динамика каждой из которых является хаотиче-
ской. Этот факт будет называться скрытой динамикой. Легко увидеть, 
что и другие, значительно более сложные регулярные функции, также 
могут быть представлены в виде некоторой комбинации функций со слу-
чайной динамикой. Следует заметить, что такой результат, в некотором 
смысле, не является неожиданным. Действительно, известно много фи-
зических систем, динамика которых хаотична (динамический хаос),  
однако некоторая комбинация переменных этой системы оказывается 
вполне регулярной или даже просто постоянной. В последнем случае эта 
постоянная является интегралом изучаемой физической системы. В ка-
честве примера можно указать на интегралы, которые характеризуют 
движение заряженных частиц в некоторых потенциалах (например 
в потенциале Хенона–Хейлеса [63]), а также во внешнем постоянном 
магнитном поле и в поле внешних электромагнитных волн.  
Хаотическая динамика квантовых систем. Анализируя получен-
ные выше результаты, может возникнуть такой вопрос: «Что полезного 
в том факте, что регулярные функции могут быть представлены в виде 
комбинации нерегулярных функций?» Очевидно, полезным был бы об-
ратный алгоритм, когда можно, имея нерегулярные функции, сформи-
ровать из них регулярные функции. Очевидная польза такого разложе-
ния заключается в том, что его можно использовать для скрытой переда-
чи информации. Укажем на другую, по-видимому, наиболее существен-
ную причину, когда разложение регулярных функций на нерегулярные 
компоненты может быть полезным. Такая польза возникает в том слу-
чае, когда анализируется достаточно сложная линейная система. 
Например, сложная квантовая система. При анализе этой сложной си-
стемы можно поступать следующим образом. Прежде всего, с помощью 
подходящей замены зависимых переменных линейную систему перево-
дят в систему нелинейных уравнений. В большинстве случаев анализи-
ровать нелинейную систему сложнее, чем анализировать исходную ли-
нейную систему. Однако в тех случаях, когда нелинейная система поз-
воляет указать на область параметров, которые соответствуют возникно-
вению режимов с хаотической динамикой, то для анализа нелинейной 
системы (соответственно, для анализа исходной линейной системы) 
можно воспользоваться всем арсеналом статистической физики. Следует 
также заметить, что замена типа (2.85) или (2.91) является характерной 
для квантовых систем. Действительно, динамика квадрата амплитуды 
описывает динамику вероятности нахождения квантовой системы в том 
или ином состоянии. Чтобы проиллюстрировать описанную выше воз-
можность использования такого алгоритма анализа квантовых систем, 
ниже будет рассмотрена одна из простых, но достаточно важных кванто-
вых систем. Конкретно будет рассмотрена трехуровневая квантовая сис-
тема, которая находится под воздействием внешнего возмущения. Будет 
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рассматриваться такая задача в рамках традиционного подхода  теории 
возмущений. Ниже будет видно, что сформулированный алгоритм ана-
лиза рассматриваемой системы позволяет получить новые физические 
результаты. А именно, будет показано, что под воздействием внешнего 
низкочастотного возмущения в пространстве энергии для квантовой си-
стемы возможна диффузия. Причем энергия, которую приобретает кван-
товая система за определенный интервал времени, может оказаться 
значительно большей, чем та энергия, которую получает квантовая си-
стема в результате многофотонных переходов.   
Постановка задачи. Основные уравнения. Рассмотрим квантовую 
систему, которая описывается гамильтонианом: 
0 1
ˆ ˆ ˆ ( )H H H t  . (2.109)                                                                     
Второе слагаемое в правой части описывает возмущение. Волновая 
функция системы (2.109) подчиняется уравнению Шредингера, решение 
которого будем искать в виде ряда по собственным функциям невозму-
щенной задачи: 
( ) ( ) exp( )n n n
n
t A t i t     , (2.110) 
где /n nE  ;     0ˆ
n
n n ni H E
t

 

  

. 
Подставим (2.110) в уравнение Шредингера и обычным образом 
получим систему связанных уравнений для нахождения комплексных 
амплитуд  nA : 
( )n nm m
m
i A U t A   , (2.111)                                                     
где 1
ˆ ( ) exp[ ( ) / ]nm m n n mU H t i t E E dq 
        . 
Рассмотрим наиболее простой случай гармонического возмущения:
1
ˆ ˆ( ) exp( )H t U i t   . Тогда матричные элементы взаимодействия при-
обретут следующее выражение: 
exp{ [( ) / ]}nm nm n mU V i t E E      ,       
ˆ .nm n mV U dq 
    
(2.112) 
Рассмотрим динамику трехуровневой системы ( 0 , 1 , 2 ).  Будем 
считать, что частота внешнего возмущения и собственные значения 
энергий этих уровней удовлетворяют соотношениям: 
1, 0m n  ,    1 0E E   ;    2, 0m n  ,     
2 0( ) E E   ,     . 
(2.113) 
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Эти соотношения указывают на тот факт, что частота внешнего 
возмущения является резонансной для переходов между нулевым 
и первым уровнями, а энергия третьего уровня мало отличается от энер-
гии второго. Используя эти соотношения в системе (2.111), можно огра-
ничиться тремя уравнениями:   
0 01 1 02 2 exp( )i A V A V A i t       ;        1 10 0i A V A   ;      
2 20 0 exp( )i A V A i t       . 
(2.114) 
 
Пусть матричные элементы взаимодействия прямого и обратного 
переходов равны ( 0 0 , ( 1;2)i iV V i  ). Тогда из (2.114) находим следую-
щую связь между квадратами комплексных амплитуд nA : 
 2 2 20 1 2 2 0 22 sin
d
A A A A A
d
 

       , 
(2.115) 
где a t    ,  / a   ,  02 /i i aV    ;  /a aU  ;  0i aV U  – по-
тенциал, в котором создано исходное стационарное состояние (например, 
кулоновский потенциал атома). 
Из этого соотношения следует, что если третий уровень совпадает со 
вторым (двухуровневая система, 0  ), то система (2.114) имеет всего од-
ну степень свободы. Развитие динамического хаоса в такой системе воз-
можно только при наличии особых решений. В общем случае, замены 
(2.85), (2.91) и (2.116) привносят не только особые решения, но и переводят 
исходную линейную систему к системе нелинейных уравнений. Причем 
эти уравнения содержат нелинейные резонансы. Ситуация аналогична 
той, которая наблюдалась при исследовании линейных систем (смотри 
(2.90)–(2.96)). Резонансы могут перекрываться. Этот факт открывает до-
полнительную возможность для возникновения хаотической динамики. 
Ниже будет видно, что величина   определяет расстояние между нели-
нейными резонансами. Отметим, что полученная система (2.114) и соот-
ношение между комплексными амплитудами (2.115) аналогичны тем, ко-
торые были получены выше (смотри (2.90)) при анализе динамики трех 
связанных линейных осцилляторов. Дальнейший анализ динамики ком-
плексных амплитуд ( )iA  будем проводить аналогично тому, как это было 
сделано выше,  т.е. представим их в виде: 
( ) ( )exp( ( ))i iA a i    . (2.116) 
Здесь  ia ,  i   – действительные амплитуды и действительные фазы.  
Подставляя (2.116) в (2.114) для нахождения действительных ам-
плитуд и фаз, получим следующую систему уравнений:    
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   0 1 1 2 2 1sin sina a a         ,     1 1 0 sina a      , 
 2 2 0 1sina a      
   0 1 21 2 1
1 0 0
cos cos
a a a
a a a
 
   
         
   
, 
   0 2 11 2 1 1
2 0 0
cos cos
a a a
a a a
  
   
          
   
, 
где   1 0 1 2 0, .            
 
 
 
 
 
 
(2.117)                                                                                               
Система уравнений (2.117) аналогична системе уравнений (2.92). 
Из первых трех уравнений этой системы следует следующий интеграл: 
2 2 2
0 1 2a a a const   . Система уравнений (2.117) является нелинейной. 
В принципе, динамика такой системы может быть хаотической. Условия 
возникновения хаотической динамики совпадают с теми, которые были 
выписаны выше, после формулы (2.96). Предположим теперь, что усло-
вия реализации динамического хаоса выполнены  1 2    . В этом 
случае изучаемая система будет случайным образом блуждать по трем 
энергетическим уровням. Представляет интерес дать оценку времени 
перехода системы с одного уровня на другой. Для оценки времени пере-
хода в стохастическом режиме предположим, что в этом режиме корре-
ляции отсутствуют. Тогда, например, для величины среднего квадрата 
действительной амплитуды 1,a  
можно получить следующую оценку: 
2 2 2
1 0~ 1a a    .  
Таким образом, среднее время переходов между уровнями в стохасти-
ческом режиме оказывается порядка квадрата времени перехода 
в регулярном режиме:  
22
01~ ( ) ~ / Vch r a   . Оно значительно больше 
времени перехода при регулярных переходах. Однако в стохастическом ре-
жиме возможна диффузия состояния системы по энергетическим уровням.  
При этом время диффузии в пространстве энергий на величину E  
можно оценить величиной:  
2
01~ ( / ) / Vch aE    . Интересно сравнить 
это время со временем возбуждения этих уровней при многофотонном воз-
буждении. При многофотонном возбуждении энергетических уровней 
с нулевого уровня на уровни с энергиями в окрестности 
0E E   
время 
возбуждения будет обратно пропорциональным квадрату составного мат-
ричного элемента: 
2
~ 1/ H . Здесь H  – составной матричный элемент, 
который равен сумме произведений отдельных матричных элементов, 
определяющих переходы между промежуточными (чаще всего виртуаль-
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ными) состояниями. Каждый матричный элемент является малой вели-
чиной. Это время можно оценить формулой:  
( / )
01~ / V
E
D a
 
 . 
Так как можно считать, что ( / ) 1E   , а  01/ V 1a  , то 
практически всегда время переходов, обусловленное стохастической не-
устойчивостью, значительно меньше времени переходов, вызванных 
многофотонными процессами. Таким образом, как только условия для 
развития стохастической неустойчивости выполнены, то именно процес-
сы, связанные с ней, будут определять переходы между энергетическими 
уровнями, когда частота внешнего возмущения значительно меньше 
расстояния между этими уровнями ( E   ). 
Дискретная и непрерывная схемы ускорения Ферми [66]. В настоя-
щем подразделе мы покажем, что при моделировании движения заря-
женных частиц в потенциалах с помощью дискретных моделей может 
приводить к неправильным результатам. Это происходит тогда, когда 
при моделировании исчезают области фазового пространства, в которых 
нарушается теорема единственности. Часто реальная траектория частиц 
строго не попадает в точки, в которых нарушается теорема единственно-
сти, однако структура фазового пространства в окрестности этих точек 
такова, что динамика частиц оказывается чувствительной к сколь угодно 
малым неучтенным при моделировании внешним силам. Эту особен-
ность динамики заряженных частиц ниже мы проиллюстрируем на 
примере механизма ускорения Ферми.  
Простейшая дискретная схема  ускорения Ферми представлена на 
рисунке 2.40. В этой схеме частица движется между двумя упруго-
отражающими стенками, одна из которых (нижняя) периодически ко-
леблется. Такая и аналогичные ей схемы изучены достаточно подробно 
(см., например, [54, 65]).  
 
 
 
Рис. 2.40. Дискретная схема  
ускорения Ферми 
 
 
 
Рис. 2.41. Сила, которая действует  
на частицы в распределенной схеме 
ускорения Ферми 
 
Наиболее важным является наличие аналитического критерия по-
явления стохастического ускорения. Пусть  параметры схемы ускорения 
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удовлетворяют следующим неравенствам: / 1a l  ; 2a  ; 0/ 1u v V  ; 
u u  . Здесь b  – расстояние между неподвижными стенками; 0V – ско-
рость подвижной стенки; v  – скорость частицы. Тогда критерием возник-
новения хаотической динамики будет условие: 
22 / 1K l au  .  
Вместо дискретной модели введем непрерывную схему ускорения 
Ферми. Для этого будем предполагать, что частица движется в поле по-
тенциальной ямы, одна из стенок которых периодически вибрирует. 
Уравнения движения частицы при этом будут иметь вид: 
0 1x x ;     1 0( ),x F x  (2.118)                                                 
где 
    
0 2 2
00
1 1
(x )
xx cos
F
bb t 
 
   
    
. 
Здесь, также как и в дискретной модели, 2b  – расстояние между 
максимумами стационарного потенциала. Обычно такую распределен-
ную модель потенциала моделируют отражающими стенками. В этом 
случае распределенная модель становится дискретной. При анализе ди-
намики распределенной системы можно было ожидать, что если не будет 
выполняться условие 22 / 1K l au  , то динамика распределенной схе-
мы,  также как и динамика дискретной схемы, будет регулярной. Однако 
динамика распределенной системы не подчиняется этому критерию. 
Действительно, выберем следующие параметры распределенной схемы: 
21; 1; 10; 100b v     ;  0(0) 1x   ; 1(0) 100x  . Тогда параметр K  
будет мал: 34 10 1K    . Характерный вид зависимости положения 
частицы от времени, ее скорости, спектр движения частицы и ее корре-
ляционная функция представлены на рисунках 2.42-2.45. При числен-
ных расчетах 810TOL CTOL    ; 
518 2.622 10m N    . Длина реали-
зации = 100.  
 
 
Рис. 2.42. Положение частицы 
в распределенной схеме  
ускорения Ферми 
 
Рис. 2.43. Зависимость от времени 
скорости частицы в распределенной 
схеме ускорения Ферми 
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Рис. 2.44. Спектр движения частиц 
 
Рис. 2.45. Автокорреляционная 
функция движения частиц 
 
Рис. 2.46. Зависимость положения  
частицы от времени в распределенной 
схеме ускорения ( ) 
 
Рис. 2.47. Зависимость скорости 
частицы в распределенной схеме 
ускорения Ферми ( ) 
 
Из этого видно, что динамика частиц нерегулярна. Такое различие 
в динамике на первый взгляд похожих схем обусловлено тем, что в рас-
пределенной системе на динамику частиц влияет область фазового про-
странства ( ), в окрестности которой нарушаются условия 
теоремы единственности. 
Обратим внимание, что при моделировании рассматриваемых фи-
зических систем следует учитывать наличие областей фазового про-
странства, в которых нарушается теорема единственности. Игнорирова-
ние этих областей может приводить к неправильным результатам. Чаще 
всего такое игнорирование происходит при переходе от распределенных 
моделей к дискретным моделям. Для иллюстрации этой особенности 
рассмотрим  в качестве простейшего примера такую задачу. Пусть необ-
ходимо определить динамику частицы в потенциальной яме, стенки ко-
торой неподвижны ( 0  ). Такую задачу можно решать, используя си-
стему уравнений (2.118), то есть анализируя распределенную схему. Ре-
зультат этого анализа будет таким же, как и при анализе аналогичной 
дискретной схемы. Пусть теперь положение одной из стенок потенциала 
слегка вибрирует. Амплитуда этой вибрации мала, а частота достаточно 
большая. Таким образом, предполагается, что на систему действует не-
которое маленькое высокочастотное возмущение. Возникает вопрос: «Как 
повлияет это возмущение на дискретную и на распределенную схемы?» 
0.005  0.005 
0 1; 0x b x  
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Что касается дискретной модели, то можно ожидать, что динамика ча-
стиц останется регулярной и мало изменится под действием малого воз-
мущения. Распределенная схема, как будет видно ниже, оказывается 
очень чувствительной к таким возмущениям. В качестве примера рас-
смотрим следующие значения параметров схем ускорения: 10b  ; 
0(0) 1x  ; 
1(0) 200x  ; 0.005; 1000   ; 32.770N  . Длина «реализации»: 100; 
TOL=CTOL=10-10. При этих значениях параметров динамика частиц в 
дискретной схеме остается регулярной. В распределенной же схеме это 
возмущение качественно меняет динамику частиц. Эта динамика стано-
вится хаотической. В качестве примера на рисунках 2.46-2.47 представ-
лены зависимости положения и скорости частиц в распределенной  
системе. Видно заметное влияние малого возмущения. Кроме того, на 
рисунках 2.48-2.49 представлена статистическая обработка этой динами-
ки. Видно, что спектры расширились, а корреляционная функция доста-
точно быстро убывает. Этот результат указывает на то, что, моделируя 
динамику частиц в потенциалах, необходимо с осторожностью использо-
вать дискретные модели. В таких моделях отсутствует область фазового 
пространства, в котором нарушается теорема единственности. Поэтому 
она мало чувствительна к малым возмущениям. Реальная же физичес-
кая система может оказаться аномально чувствительной к малым воз-
мущениям.      
 
 
Рис. 2.48. Спектр движения частицы 
 
Рис. 2.49. Автокорреляционная 
функция 
 
Сформулируем наиболее важные результаты, которые получены 
в разделе 2.5.  
1. При анализе динамики физических систем необходимо прини-
мать во внимание наличие особых решений. Отметим, что чем более 
сложные физические системы изучаются, тем большее количество осо-
бых решений они имеют. Поэтому полученные выше результаты, прежде 
всего, существенны для анализа сложных физических систем. Отметим, 
кстати, что линейные системы особых решений не имеют. Этот факт вы-
ше не был доказан. Однако, используя результаты первого подраздела, 
он легко доказывается.  
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2. Учет особых решений расширяет круг динамических систем, 
в которых возможны режимы с хаотическим поведением. Действительно, 
как было видно из примеров первого и второго подразделов, хаотическая 
динамика может проявляться в системах с одной степенью свободы 
и даже в системах, которые полностью интегрируются. Этот результат 
нарушает одну из основных парадигм динамического хаоса о том, что 
хаотическое поведение динамических систем возможно только, если чис-
ло степеней свободы у них больше или равно 1.5.  
3. Необходимо также отметить, что механизм возникновения хао-
тической динамики, которая обусловлена наличием особых решений, 
отличается от механизма динамического хаоса. Наиболее важным отли-
чием является отсутствие в среднем разбегания фазовых траекторий. 
Они могут вначале (после посещения точек особого решения) разбегать-
ся, однако потом могут сближаться. В этом случае усредненный показа-
тель Ляпунова может практически не отличаться от нуля. Рассматрива-
емый механизм возникновения хаотической динамики больше напоми-
нает игральную кость с бесконечным числом граней, которую бросают 
в момент попадания фазовых траекторий в область особых решений.   
4. Отметим также, что наличие особых решений требует внима-
тельного анализа соответствия физической системы с той математиче-
ской моделью, которая построена для описания этой физической систе-
мы. Действительно, выше, на примере задачи Кеплера, было видно, что 
если фазовые траектории изучаемой математической модели подходят 
достаточно близко к области особого решения (не попадая в эту область), 
то наличие даже очень маленьких, неучтенных при математическом мо-
делировании сил может радикально изменить динамику изучаемой фи-
зической системы.  
5. Важным результатом является доказательство возможности 
представить практически любую регулярную функцию в виде некой ком-
бинации функций с хаотическим поведением. Отметим, что этот результат 
является, в некотором смысле, обобщением того факта, что многие дина-
мические системы имеют интегралы.  Эти интегралы содержат комбина-
цию функций, динамика которых может быть хаотической. Примерами 
могут служить многие задачи динамики частиц в некоторых сложных 
стационарных потенциалах. В этом случае энергия частиц не меняется. 
Она является интегралом. Однако в выражении для энергии содержит 
координату и скорость частицы, которые могут меняться хаотически.  
6. Полученные результаты, похоже, могут найти практическое 
применение. В частности, тот факт, что регулярные функции могут быть 
разложены в комбинацию хаотических, может быть использован для 
скрытой передачи информации. Кроме того, преобразование сложных 
линейных систем (трудных для анализа) в систему нелинейных уравне-
ний с хаотическим поведением позволяет анализировать эти нелиней-
ные системы (а соответственно, и исходные линейные) с помощью стати-
стических методов. Такой подход может оказаться продуктивным 
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и вскрыть некоторые важные особенности динамики исходных линей-
ных систем.  
7. Отметим отдельно результат анализа возбуждения многоуров-
невой квантовой системы. Выше, используя элементарные статистиче-
ские оценки, удалось получить важный физический результат. Он за-
ключается в том, что обнаружен новый  канал многофотонного возбуж-
дения квантовых систем. Этот канал вызван хаотической динамикой. 
При большом количестве поглощенных фотонов при многофотонном воз-
буждении этот канал перехода на высокие энергетические уровни может 
оказаться эффективнее традиционного многофотонного механизма воз-
буждения квантовых систем.  
8. Обратим внимание,  что при моделировании движения заря-
женных частиц в потенциалах с помощью дискретных моделей может 
приводить к неправильным результатам. Этот результат был проиллю-
стрирован на примере динамики частиц в схеме ускорения Ферми.  
Однако ясно, что он будет проявляться и в других аналогичных случаях. 
В частности, при изучении динамики частиц при каналировании в кри-
сталлах.   
Здесь основное внимание было сфокусировано на роли особых ре-
шений в возникновении режимов с хаотической динамикой. Не исклю-
чено, что особые решения могут быть полезны при вскрытии некоторых 
новых сторон динамики физических систем.  
 
 
 
Подводя итоги приведенным в обзоре результатам, можно сказать, 
что регулярная динамика частиц во внешних заданных электромагнит-
ных полях достаточно идеализированная динамика. В общем случае та-
кая динамика реализуется достаточно редко. Кроме того, она реализует-
ся в полях достаточно простой структуры, а также при достаточно уме-
ренных напряженностях полей. В большинстве случаев структура инте-
ресующих нас полей, напряженности этих полей таковы, что динамика 
частиц в этих полях очень сложная и чаще нерегулярная. Как показали 
случаи учета особых решений, она может проявится даже в очень про-
стых по своей структуре полях. Еще большую роль такая динамика иг-
рает в полях более сложной структуры, в системах с большим числом 
степеней свободы.  
В каждом из разделов первой и второй глав имеется материал, 
в котором обсуждаются полученные результаты и делаются выводы. По-
этому мы не будем повторять эти выводы и заключения. Обратим вни-
мание только на несколько важных фактов, которые выше мы не обсуж-
дали. Прежде всего вопрос касается о возможности ускорения заряжен-
ных частиц в вакууме полем лазерного излучения. Такая возможность 
представляет чрезвычайный интерес, поэтому любые результаты, каса-
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ющиеся анализа и обсуждения такой возможности, представляют несо-
мненный интерес. В работах, в основном китайских исследователей, до-
статочно давно рассматривается такая возможность [67-69]. При этом 
авторы рассматривают неоднородные лазерные пучки и делают утвер-
ждение, что в этих полях содержится компонента, фазовая скорость ко-
торой меньше скорости света в вакууме. Наличие такой компоненты по-
тенциально позволяет эффективно ускорять заряженные частицы в ва-
кууме полем сфокусированного лазерного излучения. С одной стороны, 
легко показать, что строго такая возможность отсутствует. Действитель-
но, в своем анализе авторы рассматривают неоднородные пучки типа 
гауссовских пучков. Однако хорошо известно, что гауссовские пучки удо-
влетворяют не волновому уравнению, а параболическому уравнению. 
В вакууме параболическое уравнение является упрощенным вариантом 
волнового уравнения. При этом, если поверхность волновых векторов 
лазерного излучения в вакууме представляет собой сферу, то огибающая 
волновых векторов параболического уравнения представляет собой па-
раболу. В соответствии с этим имеется пространственная область волно-
вого пучка (гауссовского пучка), в котором фазовая скорость может быть 
меньше скорости света. Этот результат достаточно прост и прозрачен. 
Однако относительно недавно появилась работа [69], в которой группе 
китайских и американских физиков в эксперименте удалось, как они 
утверждают, впервые наблюдать в эксперименте резонансное (черенков-
ское)  взаимодействие электронных банчей с полем лазерного излуче-
ния. Действительно, если посмотреть на функцию распределения заря-
женных частиц в отсутствие взаимодействия с лазерным полем и срав-
нить такую же функцию распределения, которая сформулирована после 
взаимодействия с лазерным импульсом, то все указывает на то, что такое 
взаимодействие авторы действительно наблюдали. На этой функции 
распределения видны как ускоренные частицы, так и замедленные ча-
стицы. Причем результирующая функция распределения достаточно 
симметрична – имеется примерно одинаковое количество ускоренных 
и замедленных частиц. Действительно, такая функция распределения  
формируется, если электроны банча захвачены в черенковский нели-
нейный резонанс. Возникает вопрос: «Что же наблюдали авторы в экспе-
рименте и чем можно объяснить их наблюдение?» Прежде всего, отме-
тим, что взаимодействие заряженных частиц с лазерным полем в экспе-
рименте происходило в ограниченной пространственной области. При 
этом, как мы видели в первой главе, наличие ограниченной области поз-
воляет обмениваться энергией между частицами и полями. Однако 
в большинстве случаев поля передают энергию частицам. В разделе 1.1 
мы показали, что при достаточно больших поперечных скоростях появ-
лялась возможность передачи энергии от частиц волнам. Но это те зна-
чения параметров частиц, которые отсутствовали в экспериментах. По-
этому в настоящее время вопрос о природе такого взаимодействия, кото-
рое наблюдалось в эксперименте, остается открытым. Возможно, что 
ограниченность области взаимодействия, граничные условия позволяют 
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реализовать такое взаимодействие. В рассмотренных выше результатах 
область взаимодействия ограничивалась чисто кинематически. Ясно, что 
это не все влияние, которое оказывает на поля и частицы ограничение 
области взаимодействия. Возможно, что электродинамика границ, нали-
чие линз и других электродинамических элементов могут приводить 
к результату, который наблюдался в экспериментах. Ситуация во мно-
гом похожа на ту, которая возникла в 1979 году. В этом году появилась 
работа [70], в которой авторы, анализируя решение уравнений Шредин-
гера, показали, что в вакууме существует волновой пакет, который при 
своем распространении не только не расплывается, но и может двигать-
ся с ускорением в отсутствие внешних сил. На первый взгляд, получен-
ные ими результаты противоречили всем к тому времени известным 
представлениям о динамике квантовых систем. Волновая функция ре-
шений уравнений Шредингера была выбрана ими в виде функции Эй-
ри. Смысл полученного ими решения заключался в том, что полученное 
решение описывало не одну изолированную частицу, а совокупность ча-
стиц, которые были заданы начальными условиями. Результирующая 
траектория являлась огибающей траекторией отдельных частиц. Таким 
образом, все неожиданные результаты этой работы были связаны со спе-
цифическими начальными (или граничными) условиями. Нужно ска-
зать, что это направление было подхвачено оптиками. Первая их работа 
в этом направлении появилась в 2007 году [71]. В настоящее время это 
и аналогичные ему направления бурно развиваются. Может представить 
интерес работа [72], в которой рассматривается возможность ускорения 
электронов в таких полях. Однако это направление требует отдельного 
рассмотрения. 
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дна из наиболее распространенных абстракций физики – это 
представление о бесструктурной точечной частице. В каче-
стве таковых рассматриваются не только такие малые объек-
ты, как электроны и протоны, но и множество макроскопиче-
ских объектов и даже планеты. В этой части рассмотрим явления 
и эффекты, возникающие при учете конечных размеров и внутренней 
структуры частиц. Основное внимание уделено случаю небольшого 
числа внутренних степеней свободы. Это довольно сложный и инте-
ресный случай, для которого термодинамические закономерности не 
применимы. Предложена простая модель структурно-сложных частиц 
с внутренними степенями свободы. Рассмотрена кинематика таких ча-
стиц с небольшим числом внутренних степеней свободы. Обнаружен 
специфический эффект классического «квантования» состояний сво-
бодного движения таких частиц. «Спектр» состояний зависит от числа 
внутренних степеней свободы. Введен биллиардный формализм для 
описания кинематических и динамических свойств структурно-
сложных частиц. Установлены все возможные режимы свободного 
движения структурно-сложных частиц с одной и двумя внутренними 
степенями свободы. Детально рассмотрено отражение структурно-
сложной частицы с внутренней степенью свободы от упругого барьера. 
Установлены необычные законы отражения структурно-сложной ча-
стицы. Показано, что отражение такой частицы происходит после ко-
нечного числа столкновений с барьером. Число таких столкновений 
может быть большим и зависит от параметров структурно-сложной ча-
О 
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стицы. Обнаружены три качественно различных режима отражения. 
При одном из них скорость отраженной структурно-сложной частицы 
превышает скорость падения ее на барьер. Разумеется, законы сохра-
нения импульса и энергии в этом режиме не нарушаются. Рассмотре-
ны законы рассеяния структурно-сложных частиц в рамках обобщен-
ного биллиардного формализма. Обсуждены новые механизмы хаоти-
зации при отражении и рассеянии частиц с внутренними степенями 
свободы. Найдены обобщенные законы рассеяния, качественно отли-
чающиеся от законов рассеяния точечных частиц. С использованием 
численного моделирования показано, что полученные закономерности 
выполняются не только для модели структурно-сложных частиц, но и 
для любых наночастиц, состоящих из относительно небольшого числа 
атомов любых веществ. Рассмотрено обобщение биллиардного форма-
лизма на случай заряженных структурно-сложных частиц в постоян-
ном электрическом поле. Предложено обобщение принципа Шварца 
спрямления траекторий на случай заряженных частиц. Используя его, 
изучена динамика структурно-сложной частицы с одной и двумя 
внутренними степенями свободы. Установлены все возможные режи-
мы движения таких частиц. Показано, что мощность излучения струк-
турно-сложной частицы с одной заряженной внутренней степенью 
свободы в постоянном электрическом поле на несколько порядков пре-
восходит мощность излучения эквивалентной точечной бесструктур-
ной частицы. Простая одномерная модель структурно-сложной части-
цы обобщена на трехмерный случай. Обобщен биллиардный форма-
лизм для описания свойств таких частиц. Рассмотрена кинематика 
таких частиц. Обнаружено своеобразное броуновское блуждание 
структурно-сложной частицы под воздействием «случайной» силы, 
действующей изнутри частицы, а не снаружи, как в обычном броунов-
ском движении. Установлены закономерности такого блуждания. Об-
суждается перераспределение энергии по внутренним степеням свобо-
ды структурно-сложных частиц. 
 
 
 
 
Рассматривая макроскопическую частицу или тело, довольно часто 
используется представление о ней как о точечной частице. Это одна из 
самых распространенных абстракций в физике. В действительности да-
же такие малые объекты, как элементарные частицы, например, элек-
трон, не являются точечными объектами. Более того, такие фундамен-
тальные частицы, как протоны и нейтроны, не только не являются то-
чечными, но и обладают внутренней структурой. Обычно считается, что 
представление о точечной частице остается достаточно надежным, если 
изучать ее свойства на масштабах, значительно превышающих ее раз-
меры. Как мы увидим ниже, это утверждение может нарушаться.  
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В принципе, существует несколько причин, по которым объекты 
с внутренними степенями свободы должны привлекать пристальное 
внимание. Прежде всего, одной из таких причин может служить фунда-
ментальный вопрос о применимости абстракции точечных частиц в фи-
зике. Более меркантильный интерес возникает из-за бурно развиваемой 
области нанофизики. В этой области характерными объектами являются 
структурно-сложные объекты наноразмеров. Уменьшение размеров при-
водит к двум исключительно общим явлениям. Это изменение относи-
тельной доли поверхности к объему в пользу поверхности. Это обстоя-
тельство приводит к ряду интересных эффектов и интенсивно исследует-
ся. Вторым общим явлением является уменьшение числа внутренних 
степеней свободы. Такое исключительно важное явление также может 
приводить к необычному поведению. Сложность этого можно понять, ис-
ходя из простых соображений. Уменьшение числа внутренних степеней 
свободы может привести к нарушению или модификации таких общих 
закономерностей, как термодинамические. Законы термодинамики мо-
гут оказаться неприменимыми к таким наноразмерным частицам или 
по-крайней мере нуждаются в существенных изменениях. Важные свой-
ства, на которых проявляется наличие внутренних степеней свободы, 
включают даже такие простые и фундаментальные характеристики, как 
типы свободного движения и характер взаимодействия таких частиц 
с другими объектами. Это означает необходимость изучения кинематики 
и динамики таких частиц.  
В обзоре обсуждается простая модель структурно-сложной частицы с 
внутренними степенями свободы (раздел 2) и изучены простейшие кине-
матические и динамические свойства такой частицы. В третьем разделе 
детально рассматриваются ее кинематические свойства в простейшем 
случае частицы с одной внутренней степенью свободы. В четвертом разде-
ле формулируется биллиардный формализм, позволяющий изучать ки-
нематические и динамические свойства структурно-сложных частиц 
с произвольным числом внутренних степеней свободы. Этот формализм 
и его обобщения систематически используется на протяжении всего обзо-
ра. В пятом разделе он применяется для обсуждения кинематики частиц 
с двумя и более внутренними степенями свободы. Обсуждается появление 
классического «квантования» состояний свободного движения структурно-
сложных частиц с небольшим числом внутренних степеней свободы. С по-
мощью биллиардного подхода в этой главе получены возможные режимы 
свободного движения структурно-сложных частиц. В шестом разделе де-
тально анализируется процесс столкновения структурно-сложной частицы 
с одной внутренней степенью свободы с барьером. Показано, что при от-
ражении такой частицы могут наблюдаться как полное охлаждение внут-
ренней степени свободы, так и их «нагрев». Вычислены основные характе-
ристики столкновения. Обнаружены качественные отличия от столкнове-
ний с барьером бесструктурных частиц. Показано, что структурно-
сложная частица отражается от барьера после конечного числа столкно-
вений с ним. Получено число столкновений с барьером до отражения 
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в зависимости от параметров структурно-сложной частицы. Показано, что 
столкновение структурно-сложной частицы с барьером в определенном 
смысле проявляет черты простейшего хаотического рассеяния. 
В седьмом разделе обсуждается процесс рассеяния структурно-
сложных частиц. Для исследования столкновений структурно-сложных 
частиц используется снова биллиардный подход. В нем движение неко-
торой точечной частицы в определенном биллиарде полностью опреде-
ляет движение и взаимодействие всех компонент и составных элементов 
структурно-сложных частиц. Другими словами, показано, что рассеяние 
структурно-сложных частиц можно рассматривать как движение точеч-
ной частицы в специальном открытом биллиарде. Применение такого 
подхода позволяет относительно просто установить ряд общих свойств 
столкновений структурно-сложных частиц. Показано, как с помощью 
биллиардного подхода получается полная матрица рассеяния структур-
но-сложных частиц, определяющая скорости всех компонент таких ча-
стиц после рассеяния по их скоростям до столкновения. Установлены 
общие свойства матрицы рассеяния. Обнаружено, что несмотря на абсо-
лютно упругий характер взаимодействия всех элементов таких частиц 
рассеяние заканчивается после конечного числа столкновений структур-
но-сложных частиц. Для небольшого числа внутренних степеней свобо-
ды максимально возможное число столкновений удается получить точно. 
В случае более сложных структурно-сложных частиц удается оценить 
число и время столкновений при их рассеянии. Кроме этого обсуждены 
необычные режимы рассеяния, при которых происходит обмен между 
внутренними степенями свободы и поступательными степенями свободы. 
Установлены эффекты, связанные с наличием у частиц небольшого чис-
ла внутренних степеней свободы. 
В восьмом разделе показано, что полученные эффекты могут 
наблюдаться при отражении обычных наночастиц от упругих барьеров.  
В девятом разделе биллиардный формализм обобщается на случай 
заряженных структурно-сложных частиц. С его помощью в десятом раз-
деле рассмотрено движение заряженной структурно-сложной частицы 
в постоянном электрическом поле. Используя биллиардный формализм, 
найдены точные законы движения такой частицы с одной внутренней 
степенью свободы. Обсуждается применение биллиардного формализма 
для описания движения частицы с несколькими внутренними степеня-
ми свободы в постоянном поле. Предложено обобщение принципа Швар-
ца спрямления траекторий при наличии поля в одиннадцатом разделе. 
В двенадцатом разделе обсуждены режимы движения структурно-
сложной частицы с двумя степенями свободы в постоянном поле в рам-
ках биллиардного формализма. В разделе 13 приведены свойства излу-
чения заряженной структурно-сложной частицы в постоянном поле. По-
казана эффективность излучения структурно-сложными частицами. 
В последних двух разделах обсуждается обобщение структурно-
сложных частиц на трехмерный случай и исследуются их кинематические 
свойства. Приводится обобщение биллиардного подхода на этот случай. 
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Обсуждаются механизмы хаотизации таких частиц. Показано наличие 
своеобразного блуждания структурно-сложных частиц, качественно от-
личного от броуновского движения. 
 
 
 
 
Введем простую модель структурно-сложной частицы, имеющей 
внутренние степени свободы [1]. Начнем с одномерной модели частицы 
с минимальным числом внутренних степеней свободы. Такая модель 
должна быть максимально простой. Пусть оболочка частицы – это цилиндр 
длиной L , закрытый с торцов. Оболочка имеет массу M . Внутри оболочки 
свободно движется внутренняя частица массы m  (см. рис. 1). Разумеется, 
внутрь оболочки можно поместить и несколько внутренних частиц  как 
одинаковых, так и разных масс. Эти внутренние частицы свободно 
двигаются внутри оболочки и могут сталкиваться друг с другом и торцами 
оболочки. Такую систему будем рассматривать как одномерную модель 
структурно-сложной частицы, обладающей внутренними степенями 
свободы [1]. Специфика этой модели в том, что при столкновении 
внутренней частицы с оболочкой или другой внутренней частицей она 
обменивается импульсом и энергией с соответствующими элементами. 
Обмен осуществляется в соответствии с законом сохранения суммарного 
импульса и энергии системы частица-оболочка или частица-частица. Все 
типы столкновений будем предполагать абсолютно упругими. 
 
 
Рис. 1. Одномерная модель сложной частицы  
с одной внутренней степенью свободы 
 
Обратим внимание, что несмотря на максимальную простоту модели 
динамика такой частицы выглядит довольно сложно. Причина этого во 
взаимодействии внутренних степеней свободы друг с другом и с оболочкой. 
Напомним, что известная задача трех тел уже является неинтегрируемой. 
Далее покажем, насколько далеко можно продвинуться в изучении 
ограниченной задачи n-тел, соответствующей структурно-сложной частице. 
Начнем изучение с простейшего случая структурно-сложной частицы 
с одной внутренней степенью свободы.  
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Интересно отметить, что существует множество реальных физи-
ческих систем, которые в точности совпадают с этой моделью. В качестве 
простого примера приведем nano-peapods [2]. Этот объект представляет 
собой закрытую нанотрубку с фулереном или несколькими фулеренами 
внутри (см. рис. 2). Такие материалы уже созданы экспериментально [3], 
[4]. Сейчас «nanopeapods» являются интереснейшими и перспективными 
материалами для наноэлектроники. Их можно использовать для созда-
ния нанодиодов, транзисторов, элементов памяти и логических схем, 
а также аккумуляторов водорода и высокотемпературных сверхпровод-
ников. Кроме этого они являются одним из элементов наноконструктора, 
который позволяет создавать разнообразные наномашины и наноустрой-
ства. Другим примером реализации модели структурно-сложной части-
цы могут служить ротоксаны [4]. Название происходит от латинского 
«rota», что означает колесо, и «axis» — ось. Это соединение, состоящее из 
молекулы гантелевидной формы и циклической молекулы, «надетой» на 
неѐ. Расширения на концах линейной компоненты препятствуют воз-
можности циклической молекулы покинуть линейную «ось». Естествен-
но, на линейный участок может быть надето и несколько циклических 
молекул. Эти компоненты ротаксанов связаны чисто механически без 
участия химической связи. Такой способ соединения молекул называет-
ся топологической связью. Роль внутренних степеней свободы выполня-
ют циклические молекулы, надетые на ось. 
 
Рис. 2. Показано часть nano-peapods. Видна внешняя структура нанотрубки  
и фулерены, размещающиеся внутри 
 
Нетрудно установить эквивалентность ротоксанов с предложенной 
моделью структурно-сложной частицы.  
Более того, частица любого материала достаточно малого размера 
должна обладать свойствами, близкими к рассматриваемой модели. Дей-
ствительно, если речь идет о частице некоторого материала, то следует 
понимать, что это компактный объект, состоящий из атомов. Поэтому 
можно представлять ее как некоторое число атомов, находящихся в неко-
торой эффективной потенциальной яме. Положение такой частицы совпа-
дает с положением потенциальной ямы, и этот потенциал можно пред-
ставлять как оболочку частицы. Атомы, находящиеся в яме, взаимодей-
ствуют друг с другом, а смещение их центра инерции приводит к смеще-
нию потенциальной ямы или оболочки. Близость такой картины к модели 
структурно-сложной частицы легко заметить. Далее мы убедимся в этом, 
используя численное моделирование. 
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Разумеется, модель структурно-сложной частицы можно обобщить, 
включая в нее ряд других черт, которые отсутствуют в простейшем вари-
анте. Некоторые важные обобщения этой модели будут также обсуждены 
в последующих разделах. 
 
 
 
 
При изучении структурно-сложных частиц прежде всего возникает 
очевидный вопрос о свойствах свободного движения такой частицы. Для 
частицы без внутренних степеней свободы ответ на него тривиален — 
свободная частица сохраняет начальную скорость. Другими словами, при 
отсутствии воздействий она движется прямолинейно с постоянной 
скоростью. Ясно, что для структурно-сложной частицы это уже не всегда 
так. Поэтому интересно выяснить, какие состояния свободного движения 
реализуются для такой частицы и как они зависят от числа ее внутренних 
степеней свободы. Такую зависимость легко обнаружить в рамках модели 
структурно-сложной частицы. Ясно, что, увеличивая число внутренних 
частиц, можно увеличивать число внутренних степеней свободы такой 
частицы. Следует подчеркнуть, что вводимые таким образом степени 
свободы взаимодействуют друг с другом и оболочкой частицы. 
С физической точки зрения это особенно интересный случай. Изучая все 
состояния свободного движения такой структурно-сложной частицы, 
можно выяснить зависимость их от числа внутренних степеней свободы. 
Из общих соображений с увеличением числа внутренних степеней 
свободы следует ожидать перехода к макроскопической частице. Модель 
структурно-сложной частицы при M   переходит в известную модель 
одномерного газа частиц на отрезке [5, 6].  
Перейдем к обсуждению состояний свободного движения простой 
структурно-сложной частицы с одной внутренней степенью свободы. 
Основные принципы, которые нужно использовать, это законы сохранения 
импульса и энергии структурно-сложной частицы. Обозначим скорость 
внутренней частицы до n -го столкновения с оболочкой nV , а скорость 
оболочки nU . Очевидно, что между столкновениями эти скорости 
сохраняются. Поэтому смену состояний можно изучать в дискретном 
времени n  столкновений между оболочкой и внутренней частицей. 
Прежде всего легко установить среднюю скорость движения 
структурно-сложной частицы. Очевидно, что средняя скорость структурно-
сложной частицы совпадает со скоростью движения центра инерции,  
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


,            (3.1) 
которая сохраняется для замкнутых систем (см., например, [7]). 
Разумеется, средняя скорость движения и для более сложных частиц 
с любым числом внутренних степеней свободы также совпадает со 
скоростью движения ее центра инерции. Это важный инвариант 
свободных движений замкнутых систем. 
Теперь перейдем к более детальному анализу свободного 
движения. Из закона сохранения импульса  
 1 1  n n n nmV MU mV MU       (3.2) 
и закона сохранения энергии при столкновениях 
 
2 2 2 2
1 1n n n nmV MU mV MU       (3.3) 
легко получить обычную связь между скоростями до и после 
столкновения внутренней частицы с оболочкой 
 1 1    n n n nV U U V    .   (3.4) 
Это выражение легко преобразовать к виду 1 1n n n nV U U V    , и 
следовательно, в такой системе сохраняется | |n nU V const  . 
Окончательно получим отображение, определяющее эволюцию скоростей 
внутренней частицы и оболочки в дискретном времени столкновений 
1
2
( , )n n n n n
m M M
V V U f V U
m M m M


  
 
, 
1
2
( , )n n n n n
m M m
U V U g V U
m M m M


  
 
.   (3.5) 
Таким образом, скорости оболочки и внутренней степени свободы 
частицы определяются линейным отображением после каждого столк-
новения оболочки с внутренней частицей. Следует отметить, что 
свойство линейности может нарушаться при более сложном взаимо-
действии оболочки и внутренней частицы. Замечательным свойством 
отображения (3.5) является его инволютивность. 
Легко проверить, что 
2 ( ( , ), ( , ))n n n n n nV f f V U g V U V   , 
2 ( ( , ), ( , ))n n n n n nU g f V U g V U U   . 
Это означает, что скорости оболочки и внутренней степени свободы 
при свободном движении могут находиться только в двух состояниях, 
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определяемых начальными скоростями и массами частицы и оболочки. 
Смена этих состояний периодическая. Таким образом, в случае общего 
положения скорость оболочки может принимать только два значения 0U  
и 1 0 0( , )U g V U . Эти значения зависят от начальной скорости 
внутренней степени свободы 0V . Аналогично, состояния внутренней 
степени свободы также могут принимать только два значения скорости 0V  
и 1 0 0( , )V f V U . Интересно отметить своеобразную «квантовость» 
состояний классической структурно-сложной частицы. Отличие от чисто 
квантового случая состоит в том, что значения этих «квантов» могут 
меняться. Кроме этого возможен и вырожденный случай, когда 0 0V U  и 
частица движется с постоянной скоростью как точечная частица. В этом 
предельном случае внутренняя частица не сталкивается с оболочкой.  
 
 
 
Рис. 3. Область между наклонными под 45  прямыми – конфигурационное 
пространство обсуждаемого биллиарда. Показаны также траектории системы  
до и после n -го столкновения. Нормаль в точке столкновения обозначена n  
 
Полученные «спектры» скорости структурно-сложной частицы не 
исчерпывают все кинематические характеристики ее свободного движе-
ния. Для полного описания нужно установить времена смены этих 
состояний. Хотя период колебаний частицы легко получить из 
предыдущих соотношений, здесь удобно ввести другой подход к описанию 
поведения структурно-сложной частицы, который понадобится и при 
изучении ее динамики. Роль этого подхода возрастает и с увеличением 
внутренних степеней свободы. Причина этого в том, что двух законов 
сохранения уже недостаточно для детального анализа кинематических 
состояний таких частиц. 
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Для анализа геометрического и физического смысла реализации 
двухуровневого свободного движения перейдем к другому подходу, 
используемому при сведении некоторых механических задач к мате-
матическим биллиардам (см. [5], [6], [8]). Рассмотрим конфигурационное 
пространство структурно-сложной частицы. Для этого введем координату
1x  положения внутренней частицы и координату 2x  положения центра ее 
оболочки. Тогда все возможные состояния такой системы определяются 
неравенствами 
1 2| |
2
L
x x  . 
Легко понять, что конфигурационное пространство состояний 
такой системы – это полоса шириной L , показанная на рис. 3. 
Рассмотрим, как выглядит в конфигурационном пространстве 
движение внутренней частицы и оболочки частицы. Начальное 
положение внутренней частицы 01x  и оболочки 02x  естественно находятся 
в полосе. Обозначим их начальные скорости 0V  и 0U , соответственно. 
Тогда координаты внутренней частицы и оболочки меняются со временем 
до момента столкновения как 
1 0 01x tV x  , 
2 0 02   x t U x   .  (4.1) 
Эти уравнения определяют параметрически прямую линию 
в конфигурационном пространстве с углом наклона 0
0
tan( )
U
V
  , 
проходящую через точку 02 01( , )x x  (см. рис. 3). Точка столкновения 
внутренней частицы с оболочкой соответствует точке пересечения этой 
прямой с границей конфигурационной области. После столкновения 
траектория снова прямая линия, параметрически определяемая 
уравнениями 
1 1 1( )cl clx t t V x   , 
2 1 2( )cl clx t t U x   . 
Здесь для удобства введены координаты некоторой 1-й точки 
пересечения 2 1( , )cl clx x  линии с границей конфигурационного 
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пространства в момент времени clt  и соответствующих скоростей 1V  и 1U  
после столкновения. На рис. 3 показаны характерные изменения 
траекторий после столкновения. Угол 1  определяется из уравнения 
0
1
0
tan( )
U
V
  , а угол 2  – из 
1
2
1
tan( )
U
V
  . Внешне эти изменения 
напоминают столкновение частицы со стенкой незамкнутого биллиарда. 
Остается обсудить закон такого столкновения. Определим угол падения 
на «стенку» 1  и угол отражения 2 . Для этого надо найти угол между 
прямой 2 1 / 2x x L   
0 1
2 1 01 02 2 1 (1)1 (1)2
0 1
,( ) ( )
U U
x x x x x x x x
V V
      . 
В нашем случае легко заметить, что 
1 1 / 4    , а 2 2/ 4      . 
Важным наблюдением из этого является, что угол падения не равен углу 
отражения. Следовательно, такое отражение нельзя трактовать как упругое 
отражение от границы биллиарда некоторой эффективной «частицы». 
Перейдем теперь к новым биллиардным координатам конфигурационного 
пространства, выполняя замену 
1 1x mx , 
2 2x M x . 
Фактически это соответствует масштабным преобразованиям коор-
динат. Первый вопрос – как изменится конфигурационное пространство 
при такой замене координат? Ясно, что в новых координатах область 
конфигурационного пространства удовлетворяет условию 
1 2
2
x x L
m M
  . 
Это означает, что изменится угол наклона полосы и конфи-
гурационное пространство системы будет выглядеть как на рис. 4. 
Теперь определим закон изменения траектории при столкновении 
с границей биллиарда. Сами траектории преобразуются очевидным 
образом. До столкновения 
2 1 01 02( n )
n
n
UM
x x x x
Vm
   , 
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и после столкновения 
1
2 1 1 2
1
( ) nn n n
n
UM
x x x x
Vm


   . 
 
 
Рис. 4. Конфигурационное пространство системы в новых координатах.  
Точка пересечения верхней границы с осью 2x  совпадает с  / 2L M ,  
а нижней с  / 2L M  
 
Используя полученные выражения, легко доказать, что в этих 
переменных угол падения траектории на границу равен углу отражения. 
Действительно, вектор, направленный по касательной к границе, 
( , )M m  , а вектор вдоль падающей траектории 
( , )in n nv MU mV  и отраженной 1 1( , )out n nv MU mV  . Угол 
между ними легко определить из скалярного произведения соответст-
вующих векторов. Так, 
1
2 2
sin
| || | ( )( )
in n n
in n n
v MU mV
v m M MU mV



 
 
 
, 
1 1
2
2 2
1 1
sin
| || | ( )( )
out n n
out n n
v MU mV
v m M MU mV



 
 
 
 
 
. 
Легко заметить, что правая часть этих выражений определяется 
только сохраняющимися величинами — импульсом и энергией системы. 
Следовательно, угол падения равен углу отражения 1 2  . Физическая 
причина, по которой эффективна такая замена, связана с преобра-
зованием скоростей. Действительно, в биллиардных координатах скорости 
оболочки и внутренней частицы становятся U M  и V m  соответст-
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венно. Тогда величина скорости вдоль траектории ( , )v U M V m  
совпадает с удвоенной энергией частицы и, следовательно, сохраняется 
после отражения от границ биллиарда или при столкновении оболочки 
с внутренней частицей.  
Таким образом, задача о свободном движении структурно-сложной 
частицы сводится к обычному биллиарду в полосе. 
Отличие заключается только в трактовке этого биллиарда. Так, 
точка конфигурационного пространства соответствует состоянию как 
внутренней частицы, так и оболочки. Сегмент траектории до пересечения 
с границей соответствует свободному движению оболочки и внутренней 
частицы. Отражение от границы биллиарда – столкновению внутренней 
частицы с оболочкой. 
Естественный переход к такому простому биллиарду позволяет 
наглядно представить и перечислить все типы свободных движений такой 
структурно-сложной частицы. 
1. Движение с постоянной скоростью. Инфинитные движения. 
Вырожденный случай 
0 0V U . Соответствует траекториям биллиарда, 
параллельным его границам. 
2. Периодическая смена скоростей с нулевой скоростью центра масс. 
Финитные движения. Также вырожденный случай. Соответствует 
биллиардным траекториям, падающим ортогонально на границу 
биллиарда. Далее под периодом траекторий удобно понимать число 
различных скоростей оболочки или внутренней частицы, после которых они 
повторяются. Тогда период таких движений равен 2. 
3. Периодическая осцилляция скоростей с постоянным уходом на 
бесконечность. Инфинитные движения. Случай общего положения. 
Соответствует траекториям, падающим на границу под углами, не 
равными / 2 . Период осцилляций 2. 
Теперь легко определить временной период смены скоростей 
простой структурно-сложной частицы при свободном движении. Дейст-
вительно, используя параметрический вид траектории, легко вычислить 
время столкновений траекторий, начинающихся на одной границе 
биллиарда и достигающих второй границы 
0 0| |
c
L
t
U V


. 
Учитывая симметрию траекторий и сохранение | |n nU V const   при 
отражениях (см. (3.4)), легко получить период смены состояний частицы 
в виде 
 
0 0
2
| |
L
T
U V


 .   (4.2) 
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Полученные характеристики исчерпывают полное описание кине-
матических состояний свободной структурно-сложной частицы с одной 
внутренней степенью свободы. Обратим внимание, что с физической 
точки зрения все кинематические свойства частицы с одной внутренней 
степенью свободы определяются наличием двух инвариантов свободного 
движения: это скорость центра масс и относительная скорость оболочки 
и внутренней частицы | |n nU V const  .  
Представление структурно-сложной частицы с одной степенью 
свободы в терминах биллиарда в полосе позволяет легко установить 
отсутствие эргодичности при свободном движении, не говоря уже о пере-
мешивании. Однако ситуация принципиально изменится при увеличении 
числа внутренних степеней свободы. 
В заключение этого раздела обсудим интересный вопрос. Можно ли 
определить полное состояние частицы с одной внутренней степенью 
свободы по данным наблюдения? Для точечной частицы ответ на 
аналогичный вопрос положителен. Для того чтобы ответить на этот вопрос, 
необходимо уточнить, какие данные можно получить из кинематических 
наблюдений. Будем считать, что можно установить основные 
характеристики оболочки. Другими словами, из эксперимента можно 
установить L , 0U , 1U , V  и T . Таким образом, по этим данным требуется 
установить m , M  и 0V , 1V . На первый взгляд, ответ на этот вопрос 
положительный, так как для определения 4 неизвестных имеется система 4 
уравнений (3.1), (3.5) и (4.2). Однако легко заметить, что в уравнения (3.5) и 
(3.1) входит только отношение масс, например /m M . Поэтому установить 
массы m  и M  из перечисленных выше наблюдаемых невозможно. 
Следовательно, даже для структурно-сложной частицы с одной внутренней 
степенью свободы по данным наблюдения нельзя определить полное 
состояние частицы. Для того чтобы это стало возможным, необходимо 
измерение массы оболочки или полной массы такой частицы. 
 
 
 
 
Обсудим, как меняются кинематические свойства структурно-
сложной частицы с увеличением числа внутренних степеней свободы [1]. 
Рассмотрим частицу с двумя внутренними степенями свободы. Теперь в 
оболочку поместим две частицы. Снова начнем с конфигурационного 
пространства системы. В этом случае исходными координатами будут 
координаты двух внутренних частиц 1x  и 2x  с массами 1m  и 2m  
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и координата центра оболочки 3x  с массой M . Условия, ограничиваю-
щие допустимые состояния такой системы, имеют вид 
1 2x x , 
3 1| |
2
L
x x  , 
3 2| |
2
L
x x  . 
Первое условие определяет порядок размещения частиц в оболочке 
и является следствием одномерности модели. Все приведенные условия 
определяют некоторую область в пространстве 
3
с координатами 
1 2 3( , , )x x x . Легко понять, что это трубчатая область с треугольной гра-
ницей. Сечение этой области, например, плоскостью 
3x const  показано 
на рис. 5. 
 
Рис. 5. Светло-серым цветом показана область сечения конфигурационного   
пространства 3x c  
 
Отметим, что достижение биллиардной траекторией грани в сече-
нии, образующей гипотенузу прямоугольного треугольника, соответст-
вует столкновению внутренних частиц между собой, а достижение 
граней в сечении, образующих катеты, – столкновению соответствующей 
внутренней частицы с оболочкой. Все характеристики этой области 
определяются размером оболочки L . Перейдем теперь к координатам 
1 2 1 2 2 2 3 3, ,x m x x m x x M x   . 
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Легко доказать, что в этих координатах закон отражения траекто-
рии системы от границ нового конфигурационного пространства имеет 
в точности биллиардный характер, угол падения равен углу отражения. 
Причина этого, как отмечалось ранее, в сохранении величины скорости 
вдоль биллиардной траектории после отражения ее от границы билли-
арда. В результате получаем удобную и эффективную биллиардную мо-
дель описания кинематики частицы с двумя внутренними степенями 
свободы. Таким образом, остается описать поведение лучей в трехмерном 
незамкнутом биллиарде специального вида. 
С физической точки зрения достаточно рассмотреть частицу с двумя 
внутренними степенями свободы в системе центра масс. Так как скорость 
центра масс сохраняется, то это наиболее подходящее сечение исходного 
открытого биллиарда. Такое сечение определяется соотношением 
1 1 2 2 3 0m x m x Mx    
и в новых координатах: 
1 1 2 2 3 0m x m x M x   . 
Очевидно, что данное уравнение описывает собой плоскость 
с вектором нормали 
1 2( , , )n m m M . 
Уравнения плоскостей, которые ограничивают треугольную 
призму и формируют биллиард, определяются как 
1 2 2 1 0m x m x  , 
1 1 3 1 0
2
L
M x m x Mm    , 
2 2 3 2 0
2
L
M x m x Mm    . 
Отсюда направляющие вектора сечений этих плоскостей 
с плоскостью, в которой происходит движение, легко найти: 
1 1 2 1 2( , , )a mM m M m m    , 
2 1 2 1 2( , , )a mm M m m M    , 
3 2 1 2 1( , , )a M m mm Mm   . 
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Теперь можно вычислить тангенсы углов между этими векторами 
1 1 2
1 2
2
( )
tan( )
m m m M
a a
m M
 
  ,
 
1 2
3 2
1 2
( )
tan( )
M m m M
a a
mm
 
  ,
 
2 1 2
3 1
1
( )
tan( )
m m m M
a a
mM
 
  .                          (5.1)
 
Таким образом, для описания кинематики сложной частицы с двумя 
внутренними степенями свободы достаточно изучить траектории 
в треугольном биллиарде, углы которого определяются соотношением 
масс (5.1). Легко проверить, что полученный треугольный биллиард при 
любом соотношении масс – остроугольный. Интересно отметить, что 
в точности такой треугольный биллиард появляется при изучении 3-х 
частиц, движущихся в трубчатом кольце [9]. Для описания кинематики 
структурно-сложной частицы используем замечательные результаты, 
полученные при изучении треугольных биллиардов. Прежде всего для 
них основную роль играет соотношение углов треугольника. Хорошо 
известно, что биллиард в треугольнике с рационально соизмеримыми 
углами не эргодичен [5]. В принципе доказана и более общая теорема. 
Для рационального полигона и любого направления биллиардный поток 
не перемешиваемый [10]. На основании численных экспериментов 
утверждается, что если только один угол треугольника рационально 
соизмерим с  , то биллиард в нем эргодичен и слабо перемешивающий 
[11]. В работе [9] численно показано, что в треугольнике с рационально 
несоизмеримыми с   тремя углами биллиард является перемеши-
вающим. Разумеется, сильный хаос с экспоненциальным разбеганием 
траекторий в таких биллиардах не возникает. Причина в строго 
доказанном равенстве нулю топологической энтропии для треугольных и 
даже полигональных биллиардов [12]. Механизм хаотизации в таких 
биллиардах более тонкий и связан с наличием разрывов в динамических 
законах эволюции лучей [13]. Кроме этого, достаточно много известно 
о периодических траекториях в треугольных биллиардах. В книгах [6, 8] 
детально обсуждаются периодические траектории в треугольных 
биллиардах и приводится частичная бифуркационная диаграмма перио-
дических траекторий для них.  
Разумеется, все эти результаты очевидным образом переносятся на 
кинематические свойства сложной частицы с двумя степенями свободы. 
Опишем, основываясь на этих результатах, типы свободных движений 
частицы с двумя внутренними степенями свободы. 
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1. Инфинитное движение, аналогичное точечной частице. Вырож-
денный случай при 1 2U V V  . Биллиардная траектория не пересе-
кается с границами биллиарда. 
2. При рационально соизмеримых углах (5.1) движение не 
эргодично. Это означает, что «спектр» скоростей конечен. 
3. При одном несоизмеримом с   углом (5.1) большинство 
траекторий эргодично. 
4. При несоизмеримых с  углах (5.1) возникает перемешивание и 
появляется слабый хаос, который проявляется в спадании корреля-
ционной функции и забывании начальных условий. 
5. При определенных начальных условиях и различных 
соотношениях масс возможны периодические режимы периодов 3, 5, 7, 9, 
11, ... как с регулярным дрейфом со скоростью центра масс, так и без 
дрейфа. Режим периода 3 возможен при любых соотношениях масс. 
Области существования показаны на рис. 6 в пространстве относи-
тельных масс внутренних частиц к массе оболочки и соответствуют 
известной бифуркационной диаграмме [6, 8]. 
 
 
 
Рис. 6. В пространстве относительных масс показаны области различных 
периодических режимов. В области 3 реализуется режим периода 3. В области 5 
возможны 3-периодические режимы и 5-периодические. В области 7 возможны 7, 
5 и 3-периодические режимы. Аналогично устроены и более узкие зоны с еще 
более высокими периодическими режимами 9, 11, ...  
 
Важно заметить, что кинематические свойства сложной частицы 
с двумя степенями свободы существенно зависят от соотношения масс, 
входящих в нее. В определенном смысле появляется необычная 
чувствительность к массам. При этом внутренние степени свободы могут 
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приводить к регулярным периодическим режимам, к эргодическим 
и хаотическим режимам. Все эти режимы качественно отличны от 
допустимых режимов частицы с одной внутренней степенью свободы. 
Например, режимы периода 2 невозможны для частицы с двумя 
внутренними степенями свободы. С ростом числа внутренних степеней 
свободы кинематические свойства могут быть исследованы аналогично, но 
возникающие биллиарды становятся «открытыми призмами» в прост-
ранствах высокой размерности, и многие вопросы для них остаются 
невыясненными. Например, анализ режимов свободного движения 
частицы с тремя внутренними степенями свободы в системе центра масс 
сводится к анализу биллиардных траекторий в трехмерном биллиарде, 
граница которого – обычная пирамида. 
 
 
 
 
После анализа кинематики структурно-сложных частиц естественно 
перейти к обсуждению их динамики. Одной из наиболее важных 
динамических задач является задача о столкновении макроскопических 
тел. Надо отметить, что изучение столкновений макроскопических частиц 
начато достаточно давно. Собственно анализ таких столкновений позво-
лил понять и установить основные законы взаимодействия (см., напри-
мер, [14]) макроскопических частиц или масс. Для макроскопических ча-
стиц с гигантским числом внутренних степеней свободы столкновение 
с массивной стенкой (бесконечно большой массы), согласно гипотезе Нью-
тона, описывается соотношением e V V    , где V  и V   – скорости мак-
роскопического тела до и после столкновения со стенкой, а e  – коэффици-
ент восстановления. Гипотеза Ньютона хорошо согласуется с эксперимен-
тами [14]. Для абсолютно упругих столкновений 1e  , а для абсолютно 
неупругих 0e  . Для большинства реальных тел 0 1e  . Другими сло-
вами, скорость макроскопической частицы по абсолютной величине после 
столкновения может быть меньше скорости падения на стенку. Это совер-
шенно естественное свойство, оказывается, может нарушаться для частиц 
с небольшим числом внутренних степеней свободы. 
Перейдем к рассмотрению взаимодействия частицы с одной 
внутренней степенью свободы с твердой стенкой или с барьером (см. рис. 7). 
Взаимодействие оболочки с барьером предполагается абсолютно упругим. 
Фактически это означает изучение закона отражения структурно-
сложной частицы. Подход с использованием биллиардной идеологии 
исключительно эффективен для этой задачи. Рассмотрим структурно-
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сложную частицу, падающую на плоскую твердую стенку. Наличие стенки 
меняет конфигурационное пространство такой частицы. В введенных 
ранее биллиардных координатах конфигурационное пространство будет 
представлять собой наклонную полосу 1 2
2
x x L
m M
  , ограниченную 
снизу прямой 
2
2
L
x M . Последнее ограничение связано с положением 
стенки в начале координат. Доступное положение оболочки 
2
2
L
x M . 
Угол наклона полосы   определяется отношением масс оболочки 
и внутренней частицы tan( )
M
m
  . Кроме этого, обозначим для удобства 
расстояние между стенкой и внутренней частицей в момент первого 
столкновения оболочки со стенкой 1l  (см. рис. 8). В новых координатах 
1 1l l m . Вид конфигурационного пространства и обозначения 
приведены на рис. 8. Легко доказать, что биллиардная траектория 
отражается от стенок эффективного биллиарда по обычному правилу – 
угол падения равен углу отражения. 
 
 
 
Рис. 7. Показан геометрический смысл 
расстояния 1l . Это расстояние до 
барьера от внутренней частицы в 
момент столкновения оболочки с 
барьером. Положение барьера 
отмечено штриховкой. Направление 
движения до столкновения структурно-
сложной частицы противоположно 
направлению координатной оси 
 
Рис. 8. Область внутри полосы, 
ограниченной жирными линиями, 
является конфигурационным 
пространством сталкивающейся с 
барьером структурно-сложной 
частицы. Показан пример траектории, 
соответствующей двум столкновениям 
оболочки с барьером до ее отражения. 
1l  обозначено расстояние от вершины 
угла до точки первого столкновения 
оболочки с барьером 
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Очевидно, что столкновениям оболочки с барьером 
в конфигурационном пространстве соответствуют отражения 
биллиардной траектории от границы 
2
2
L
x M . Таким образом, 
характер столкновения частицы с барьером определяется 
биллиардными траекториями в «угловом» биллиарде (см. рис. 8). 
Траектории в угловом биллиарде были детально изучены Синаем [15] 
даже в многомерном случае. В рассматриваемом случае конфигурация 
биллиарда несколько более сложная (см. рис. 8, 9). Однако вывод о 
выходе траектории из угла за конечное число столкновений сохраняется. 
Общий качественный вывод из этих соображений, что структурно-
сложная частица отразится от стенки только после некоторого конечного 
числа столкновений с ней. Ясно, что число столкновений частицы с 
барьером является исключительно важной характеристикой 
взаимодействия. Поэтому вычислим его, используя метод выпрямления 
биллиардных траекторий, предложенный Шварцем (см., например, [8]). 
Построение развертки биллиарда для спрямления траектории при 
взаимодействии с барьером приведено на рис. 9. Из него ясно, что 
максимально возможное число столкновений оболочки с барьером maxN  
при 2k   (где k  — целое положительное число) совпадает 
с [ / 2 ]maxN    и в остальных случаях с 1 [ / 2 ]maxN    . Таким 
образом, максимально возможное число столкновений возрастает 
с уменьшением   или отношения масс /M m . Разумеется, реальное 
число столкновений с барьером 1 maxN N   зависит от параметров 
структурно-сложной частицы и ее состояния до столкновения с барьером. 
Определим эту зависимость, выбирая в качестве удобных начальных 
характеристик структурно-сложной частицы 1l  в момент первого 
столкновения с барьером и угол падения (см. рис. 9) биллиардной 
траектории 1 , который определяется соотношением 
1 1 1tan( ) /U M V m  . Здесь 1U  и 1V  — скорости оболочки 
и внутренней частицы непосредственно перед столкновением 
с барьером. При фиксированном 1l  число столкновений с барьером 
зависит от угла 1 . При углах падения ( 1) 1C N CN      структурно-
сложная частица будет испытывать ровно N  столкновений с барьером 
(см. рис. 9). Критические углы CN  определяются геометрически 
соотношениями 
1
1
sin(2 )
tan( )
cos(2 )
CN
l N
L l N





,
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где 1,2, , maxN N  , а (0)C  по определению будем считать (0)C  , что 
распространяет критерий числа столкновений ( 1) 1C N CN      и на одно 
столкновение ( 1N  ). Спектр критических углов зависит от начальных 
значений 1l  и характеристик структурно-сложной частицы L ,  . 
 
 
Рис. 9. Иллюстрирует способ спрямления траектории за счет укладки плоскости 
соответствующим «биллиардом». Точки символизируют все пропущенные 
сегменты биллиарда. Показана биллиардная траектория (прямая c 
направлением). Пересечение жирных отрезков соответствует столкновению с 
барьером. Радиус пунктирной окружности равен L mL . Обозначение 1l  
соответствует расстоянию от общей вершины углов   до 1-го пересечения 
биллиардной траекторией, падающей под углом 
1
. Показаны также два 
критических угла 
1C
 и 
( 1)C N   
 
Естественно, используя простые геометрические соображения, 
можно установить и явную зависимость числа столкновений с барьером в 
зависимости от основных характеристик столкновения. Для этого 
используем число пересечений с радиальными линиями, между которыми 
углы 2  с прямой линией с углом падения 1  на первую радиальную 
линию с расстоянием от центра 1l  (см. рис. 9). Условие, определяющее 
число пересечений, а следовательно, и число столкновений с барьером, 
состоит в том, что расстояние последнего пересечения не превышает L  от 
центра радиальных линий. Используя теорему синусов, легко доказать, 
что 
1
1 1arcsin sin( )
1
2
l
L
N
  

  
    
   
 
    
,                       (6.1)
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здесь [ ]  — целая часть числа. Важным следствием является 
разрывность зависимости числа столкновений N  от начальных 
характеристик столкновения и параметров структурно-сложной частицы 
(см. рис. 10). Такая зависимость определяет чувствительность характе-
ристик рассеяния структурно-сложной частицы на барьере к неопре-
деленности состояния до столкновения. 
Зависимость 1l  и 1  от первичных начальных условий структурно-
сложной частицы 0 0 0( , , )x V U  также легко установить [1]. 
Рассмотрим теперь, как меняются скорости структурно-сложной 
частицы в результате отражения от барьера. Для этого удобно 
использовать алгебраический подход. Матрица столкновений внутренней 
частицы с оболочкой определяется соотношением (3.5). Используем для 
нее обозначение 
1
1
2
ˆ
2
n n n
c
n n n
m M M
V V Vm M m M
S
U U Um M m
m M m M


 
       
        
      
 
  
.
 
Матрица, определяющая изменение скоростей структурно-сложной 
частицы при столкновении оболочки с барьером, имеет простой вид  
1
1
1 0ˆ
0 1
n n n
b
n n n
V V V
S
U U U


      
       
      
,
 
который определяется изменением скорости оболочки на противо-
положную при столкновении с барьером. Так как столкновение оболочки 
с барьером строго чередуется столкновениями оболочки с внутренней 
частицей, можно легко получить и матрицу рассеяния для N  кратных 
столкновений 
( 1)
( )
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) Nint N b c bS S S S
   .
 
Таким образом, число столкновений с барьером, вычисленное 
выше, и определяет изменение скоростей структурно-сложной частицы 
при взаимодействии с барьером. Вычисление этой матрицы достаточно 
простая задача. После несложных преобразований легко записать ее 
окончательный вид 
( )
cos(2( 1) ) sin(2( 1) )
ˆ
sin(2( 1) ) cos(2( 1) )
int N
mM
N N
m
S
m
N N
mM
 
 
 
   
 
 
    
 
.     (6.2)  
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Рис. 10. Зависимость числа столкновений от угла 1  при параметрах структурно-
сложной частицы 0.2  , 1L   и 1 0.7l   
 
Основные характеристики матрицы рассеяния  ( )ˆdet 1int NS    
и  ( )ˆ 0int Nsp S  . Таким образом, скорости структурно-сложной частицы 
в результате столкновения с барьером меняются согласно соотношениям 
1 1cos(2 ( 1)) sin(2 ( 1))N
M
V N V N U
m
     ,
 
1 1sin(2 ( 1)) cos(2 ( 1))N
m
U N V N U
M
      .            (6.3)
 
Легко видеть, что основной параметр, определяющий изменение 
скоростей, это число 1 1( , )N N V U  столкновений с барьером. Обратим 
внимание, что отображение 1 1( , ) ( , )N NV U V U  нелинейное и даже 
разрывное именно из-за зависимости 1 1( , )N N V U . Фактически этим 
формально и исчерпывается описание изменения скоростей структурно-
сложной частицы при N  кратном столкновении с барьером. Однако, с 
физической точки зрения, важно обсудить изменение скорости центра 
масс и разности скоростей внутренней степени свободы и оболочки в 
результате столкновения. Дело в том, что разность скоростей внутренней 
степени свободы и оболочки можно связать с условной температурой 
структурно-сложной частицы, а скорость центра масс – со скоростью ее 
поступательного движения. При этом возникает возможность нагрева или 
охлаждения структурно-сложной частицы при взаимодействии 
с барьером. Кроме этого причина такого выбора связана с физически 
ясными соображениями. Процесс свободного движения структурно-
сложной частицы можно представить как движение ее с постоянной 
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скоростью центра масс и колебаниями оболочки. При столкновении 
оболочки с внутренней частицей скорость центра масс не меняется, 
и следовательно, она сохраняется при свободном движении. Таким 
образом, отражение от барьера может произойти только после смены 
скорости центра масс на противоположную. Если импульс оболочки мал, 
то за одно столкновение ее с барьером скорость центра масс не сможет 
изменить свое направление, и в этом случае должны происходить 
последующие столкновения с барьером до тех пор, пока не изменится 
направление скорости центра масс. Исходя из этой качественной 
картины, осуществим анализ рассеяния структурно-сложной частицы. 
Естественно из соотношений (6.3) легко восстановить преобразование 
скорости центра масс ( ) / ( )V mV MU m M    и относительную 
скорость внутренней частицы TV U V   в результате столкновения 
с барьером. Переход к таким переменным является линейным 
преобразованием координат. Поэтому его легко осуществить в матричном 
виде. В результате получим нужное преобразование скоростей вида 
   1 1
sin(2 )
cos 2 sin 2
2
N TV V N V N

   , 
( ) 1 1
2
sin(2 ) cos(2 )
sin(2 )
T N TV V N V N 

   .               (6.4) 
При отсутствии столкновения с барьером V  и | |TV  сохраняются со 
временем (см. соотношение (3.4)). Это еще одно обстоятельство в пользу 
введения этих переменных.  
Найдем еще одну важную характеристику взаимодействия 
с барьером – время взаимодействия с ним. Очевидно, если структурно-
сложная частица взаимодействует с барьером посредством однократного 
столкновения, то взаимодействие мгновенно. Конечное время взаимо-
действия возникает только при многократном столкновении с барьером. 
Определим его как время между 1-м и последним столкновением 
оболочки со стенкой. Поскольку при переходе к новым координатам не 
выполнялось преобразование времени, то очевидно, что интервал времени 
между двумя любыми состояниями / | |t S v  , где S  – длина 
спрямленной биллиардной траектории между этими состояниями, а | |v  – 
модуль скорости в биллиардных координатах вдоль биллиардной 
траектории, который не меняется, т.к. | | 2v E  (E – полная энергия 
сложной частицы). 
Пусть структурно-сложная частица испытала N  столкновений 
при взаимодействии с барьером. Тогда вычислим длину биллиардной 
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траектории между первым и последним столкновением оболочки 
с барьером (см. рис. 7), используя теорему синусов 
1 1
1 1
sin(2 ( 1)) sin(2 ( 1))
sin( 2 ( 1)) sin( 2 ( 1))
N N
S l nl
N N
 
    
 
 
    
.
 
Естественно этот путь зависит от начальных характеристик 
взаимодействия с барьером 1  и 1l  и параметров структурно-сложной 
частицы  . Тогда время взаимодействия равно  
1
2 2
1
sin(2 ( 1))
| | sin( 2 ( 1))
int
S N
t l
v N mV MU

 

  
  
,
 
где N  зависит от характеристик структурно-сложной частицы и условий 
взаимодействия согласно уравнению (6.1). Время взаимодействия 
возрастает с уменьшением полной энергии частицы и зависит от пара-
метров столкновения разрывным образом: 
2 sin
2
| | 2
max
max
N
L m
S
t
v E
 
 
    .
 
Обсудим теперь, какие изменения скоростей происходят в резуль-
тате взаимодействия с барьером. Как отмечалось ранее, важными 
наблюдаемыми являются скорость центра масс структурно-сложной 
частицы и относительная скорость внутренней частицы и оболочки. 
Первую можно рассматривать как поступательную скорость частицы, 
вторую – как характеристику внутренней степени свободы. Именно эта 
скорость характеризует внутреннюю энергию частицы. В этом смысле 
можно говорить, что она характеризует «температуру» структурно-
сложной частицы. Поэтому далее будем говорить о режимах охлаждения 
или нагрева частицы, понимая под этим уменьшение или увеличение TV , 
соответственно, в результате взаимодействия с барьером. Разумеется, при 
этом будет меняться и скорость поступательного движения V . Начнем 
с режимов полного охлаждения структурно-сложной частицы. При таком 
режиме столкновения скорость TV  обращается в нуль. Идеология бил-
лиардов позволяет легко обнаружить существование и критерии таких 
режимов. Пример биллиардных траекторий, соответствующих им, при-
веден на рис. 11. 
Необходимые критерии возможности полного охлаждения 
структурно-сложной частицы при взаимодействии с барьером посредством 
N  столкновений оболочки с ним приводят к следующим условиям на 
соотношение масс оболочки и внутренней частицы (см. [1]): 
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sin( )
1
sin(2 )N

 


,
 
sin( )
1
sin(2 ( 1) )N

 

 
,
 
здесь   определяется соотношением tan( ) /M m  . Например, для 
полного охлаждения при однократных столкновениях 1N   эти 
необходимые условия дают ограничение на массы / 1M m  . Для 
2N   соотношение масс должно удовлетворять 3 / 3 / 1.M m   
Для 3N   необходимые условия 
2 2
/ 3 / 3
2 2
M m

 

. 
При этом угол падения биллиардной траектории на ребро, 
соответствующее барьеру, строго фиксирован:  
1 2 ( 1)N       . 
При выполнении этих условий все частицы с начальным 
параметром 1l , лежащим в интервале 
1
sin(2 ) sin( )
sin(2 ) sin(2 ( 1) )
N
L nl L
N N
  
   

   
  
,
 
будут испытывать полное охлаждение при взаимодействии с барьером 
с N -кратным столкновением оболочки с ним. Разумеется, следует 
помнить, что N  определяется соотношением (6.1) и также зависит как 
от параметров частицы, так и начальных условий.  
Таким образом, при взаимодействии с барьером может наблюдаться 
режим полного охлаждения частицы, при этом поступательная скорость 
частицы увеличивается согласно соотношениям (6.4) 
1
1
cos(2 )
NV V
N
  .
 
Другими словами, частица ускоряется после взаимодействия 
с барьером. Интересно отметить, что вообще отражение частицы от 
барьера является неупругим, несмотря на участие при взаимодействии 
только абсолютно упругого отражения при столкновении любых 
элементов структурно-сложной частицы и барьером. Кроме этого для 
такого режима отражения коэффициент восстановления 1e  , что 
соответствует необычному эффекту отражения частиц с малым числом 
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внутренних степеней свободы. Разумеется, случай cos(2 ) 0N   не 
соответствует режиму полного охлаждения. 
 
  
Рис. 11. Биллиардные траектории, 
для которых реализуется режим 
полного охлаждения структурно-
сложной частицы при 
взаимодействии с барьером  
с 4-кратным столкновением 
оболочки с ним 
 
Рис. 12. Режим абсолютно упругого 
отражения «холодной» частицы. Показана 
развертка соответствующего биллиарда  
и биллиардная траектория.  
Угол   выбран равным /10 .  
Легко увидеть, что оболочка при 
взаимодействии испытывает 5n   
столкновений с барьером и 4 
столкновения с внутренней частицей 
 
Перейдем теперь к обсуждению в каком-то смысле обратных 
режимов нагрева структурно-сложной частицы. Легко строго доказать, 
что режим полного нагрева (при котором 0NV  ) невозможен. Однако, 
предполагая 1NV V , легко получить возможность нагрева 
1
1
cos(2 )
TN TV V
N
  
 
в результате N -кратного взаимодействия с барьером. 
Обратим внимание еще на один качественный эффект, 
возникающий при отражении «холодной» частицы ( 1 1V U ) от барьера. 
При выполнении условия 2 n  , с целым 2,n   возможен режим 
отражения, показанный на рис. 12, соответствующий упругому отражению 
1NV V  . 
Коэффициент восстановления 1e  . При этом после n -кратного 
взаимодействия с барьером отраженная частица остается «холодной» 
N NV U . Разумеется, в процессе взаимодействия внутренняя частица 
испытывает также 1n  столкновений с оболочкой. В определенном 
смысле это даже более неожиданный эффект, чем нагрев или охлаждение 
частицы. 
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Разумеется, уравнения (6.4) позволяют после определения N , 
согласно уравнению (6.1), точно находить значения обеих скоростей после 
взаимодействия с барьером при любых параметрах и начальных значе-
ниях структурно-сложной частицы. Однако это не означает отсутствия 
чувствительности к изменению начальных условий. 
При упругом отражении обычной частицы от барьера начальная 
неопределенность скорости частицы сохраняется, а неопределенность 
координат растет пропорционально времени. Другими словами, рассеяние 
обычной частицы не хаотическое. Рассеяние структурно-сложной частицы 
на барьере уже можно отнести к хаотическому рассеянию. Биллиардная 
идеология позволяет легко понять основной механизм чувствительности 
характеристик рассеяния к неопределенности в начальных условиях 
структурно-сложной частицы. На рис. 13 показан геометрический меха-
низм такой чувствительности. 
 
 
 
Рис. 13. Показан пучок биллиардных траекторий до и после столкновения с 
барьером. Слева параллельный пучок с неопределенностью по положению,  
но с одинаковыми начальными скоростями. Справа неопределенность только  
в начальных скоростях структурно-сложной частицы. Хорошо видны разрывы 
значений 1l  при малых неопределенностях и изменение числа столкновений 
оболочки с барьером для разных биллиардных траекторий пучка 
 
Легко видеть, что увеличение неопределенностей связано с 
направлениями биллиардных траекторий, попадающих на углы 
развертки биллиарда. Для пучков с малым расхождением вдоль этих 
направлений угол 1  падения на барьер непрерывно зависит от 
начальных неопределенностей, но значение 1l  меняется скачкообразно. 
При этом неопределенность 1l  становится порядка L . Значение 
si
 
n( 2 )
1
sin( )
 l L
 

 
   
 
 легко оценить и заметить, что эта неопре-
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деленность практически не зависит от начальной неопределенности 
скоростей и положения. Это означает, что биллиардные траектории, 
входящие в узкий пучок, будут испытывать разное число столкновений 
оболочки с барьером при взаимодействии с ним (см. рис. 13). Это, в свою 
очередь, приводит к конечной неопределенности в скоростях структурно-
сложных частиц после рассеяния. В этом смысле рассеяние структурно-
сложной частицы на барьере имеет хаотический характер. Следует 
отметить, что точное знание положения внутренней частицы с физи-
ческой точки зрения вообще выглядит сомнительным. Ее естественная 
неопределенность сравнима с размером структурно-сложной частицы L . 
Кроме этого, при большой удаленности частиц от барьера она допол-
нительно возрастает со временем. Это обстоятельство только усиливает 
хаотичность рассеяния из-за достаточно большой ширины пучка, 
сравнимой с периодом развертки биллиарда и возможности одно-
временного вхождения нескольких «опасных» направлений в такой 
широкий пучок. 
Аналогично можно рассмотреть отражение структурно-сложной 
частицы с двумя внутренними степенями свободы от барьера. Биллиардная 
идеология остается исключительно полезной как для этого случая, так и 
большего числа внутренних степеней свободы. Однако этот случай 
значительно более разнообразный и требует отдельного изложения. Кроме 
этого, такая идеология полезна и при изучении законов столкновения или 
рассеяния таких частиц. Можно заметить, что рассмотренные выше 
закономерности взаимодействия с барьером автоматически переносятся на 
столкновение двух одинаковых структурно-сложных частиц с симмет-
ричными начальными условиями. 
Подобным образом можно рассмотреть и закономерности столкно-
вения двух разных структурно-сложных частиц [16].  
 
 
 
 
Рассмотрим столкновение двух структурно-сложных частиц 
в рамках биллиардного подхода. Пусть первая частица характеризуется 
массой оболочки 0m , ее длиной 12L  и положением центра оболочки 0x , 
а также массами и положениями внутренних точечных частиц im , ix  
(см. рис. 14). Целочисленный индекс i  нумерует внутренние частицы 
и для первой структурно-сложной частицы принимает значения 
1,2, ,i k  . Соответственно, вторая частица характеризуется подобным 
набором величин. Массу оболочки второй частицы обозначим 1km  , 
а положение ее центра 1kx  , ее длину 22L . 
272                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
 
 
Рис. 14. Показаны две структурно-сложные частицы. Положения центров 
оболочек обозначены как 0x  и 1kx  . Массы внутренних частиц нумеруются  
в соответствии с нумерацией их координат. Для примера массы внутренних 
частиц первой структурно-сложной частицы приведены явно 
 
Число внутренних частиц во второй структурно-сложной частице 
обозначим целым числом n . В общем случае число внутренних степеней 
свободы частиц может не совпадать. Координаты ее внутренних частиц 
обозначим 2kx  , 3kx   , , 1k nx   . Обратим внимание, что нумерация 
элементов каждой структурно-сложной частицы начинается с оболочки, 
а нумерация внутренних частиц производится последовательно слева 
направо. Полная масса системы двух частиц – 
1
0
k n
i
i
M m
 

  . Положение 
всех компонент двух структурно-сложных частиц однозначно 
определяется вектором 0 1 1 2 1( , ,..., , , ,..., )k k k k nx x x x x x x     в евклидовом 
пространстве размерности 2k n  .  
После введения обозначений обсудим конфигурационное прост-
ранство двух структурно-сложных частиц. Конфигурационное 
пространство такой системы состоит из всех возможных положений 
структурно-сложных частиц и составляющих их компонент. Основное 
физическое ограничение заключается в непроницаемости всех компонент, 
образующих эти две структурно-сложные частицы. В одномерном случае, 
который и рассматривается, это означает невозможность изменить перво-
начальный порядок расположения элементов или компонент вдоль 
одномерной оси их положений и движений (см. рис. 14). Сформулируем 
условия, определяющие конфигурационное пространство. В первую 
очередь, это условие непроницаемости оболочек друг для друга: 
1 0 1 2kx x L L    .                                     (7.1) 
Геометрически это условие означает деление евклидового 
пространства 
2k n 
 гиперплоскостью размерности 1k n   на две 
части. Конфигурационное пространство принадлежит только одной из 
частей, соответствующей неравенству (7.1). Часть гиперплоскости 
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1 0 1 2kx x L L     образует его границу.  Теперь учтем, что внутренние 
частицы каждой структурно-сложной частицы не могут покинуть 
оболочку, а также изменить порядок расположения внутри оболочки. 
Это приводит к следующим неравенствам: 
1 0 1x x L   , 
2 1 0x x  , 
 
1 0k kx x   , 
0 1kx x L   .                                           (7.2) 
Эта система неравенств определяет ограничения, возникающие для 
первой структурно-сложной частицы. Так, первое неравенство соответст-
вует невозможности первой внутренней частицы выйти за пределы 
оболочки, т.е. стать левее ее. Следующие неравенства означают, что 
соответствующая внутренняя частица не может проникнуть через 
ближайшую внутреннюю частицу, расположенную левее ее. Наконец, 
последнее неравенство отражает невозможность самой правой внутренней 
частицы выйти за пределы оболочки и стать правее ее. Аналогичная 
система неравенств связана со второй структурно-сложной частицей: 
2 1 2 ,k kx x L     
3 2 0,k kx x    
 
1 0,k n k nx x     
1 1 2.k k nx x L                                             (7.3) 
Таким образом, возникает 3k n   условий или неравенств, 
определяющих конфигурационное пространство. Каждое из приведенных 
неравенств представляет собой гиперплоскость в евклидовом пространстве 
2k n 
. В целом они ограничивают область пространства 
2k n 
, которая 
и является конфигурационным пространством двух структурно-сложных 
частиц. Другими словами, конфигурационное пространство – это 
открытый выпуклый многогранник или полиэдр с границами, состав-
ленными из частей приведенных выше гиперплоскостей. 
Разумеется, для описания динамики таких частиц следует задать не 
только положения, но и скорости движения оболочек и всех внутренних 
частиц. Между столкновениями их скорости постоянны и направлены 
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вдоль оси x . Набор всех скоростей определим, вводя обозначение 
0 1 1( , , , )k nv x x x    . Этот набор сохраняется до момента столкновения 
внутренних частиц или внутренней частицы с оболочкой или самих 
оболочек. При этом изменение координат всех элементов структурно-
сложных частиц определяется равенством – 0( )x t x tv  , где 0x  
начальный набор положений всех элементов структурно-сложных частиц, 
принадлежащий конфигурационному пространству. Таким образом, до 
момента столкновений движение всех элементов структурно-сложных 
частиц с постоянными скоростями задает параметрически прямую линию 
в конфигурационном пространстве. В момент столкновений эта линия 
достигает границы конфигурационного пространства. Границы конфигу-
рационного пространства являются гиперповерхностями, определяемыми 
равенствами (7.1), (7.2), (7.3). Каждая гиперплоскость, образующая 
границу, соответствует столкновению двух определенных элементов 
структурно-сложных частиц. Таким образом, движение всех элементов 
структурно-сложных частиц между столкновениями можно рассматривать 
как движение одной бесструктурной частицы, но в конфигурационном 
пространстве размерности 2k n  . При столкновении с границей конфи-
гурационного пространства координаты этой бесструктурной частицы не 
меняются, а изменяется направление и величина ее скорости. Иными 
словами, происходит ее «отражение» от границ конфигурационного 
пространства. Характер изменения направления скорости и ее величины 
определяется законами сохранения энергии и импульса отдельных 
компонент. Как и ранее, такое поведение напоминает движение частицы 
в многомерном полигональном биллиарде. Для того, чтобы аналогия 
стала полной, необходимо достичь правильного биллиардного закона 
отражения. Другими словами, при столкновении нормальная 
к гиперплоскости компонента скорости должна менять знак, а танген-
циальная – сохраняться. Для достижения такого закона отражения 
перейдем к биллиардным координатам [1], [6]. В качестве биллиардных 
координат введем 0 1 1( , , , )k ny y y y    , координаты которого связаны 
с исходными как 
0,1, , 1.,i i iy m x i k n      
Естественно переход к таким координатам приводит к изменению 
компонент скоростей согласно 
 0 1 1 0 0 1 1 1 1
( , , , ) ( , , , ).k n k n k nu y y y m x m x m x        
Очевидное удобство таких координат заключается в том, что 
квадрат длины вектора скоростей теперь равен удвоенному значению 
кинетической энергии системы 
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     
Соответственно, в биллиардных координатах закон сохранения 
энергии обеспечивает равенство длин векторов скоростей до и после 
отражения от границ конфигурационного пространства. Также легко 
проверить, что из закона сохранения импульса в новых координатах 
следует зеркальный закон отражения. Покажем это на примере 
отражения от границы, определяемой равенством в условии (7.1). 
В биллиардных координатах эта граница определяется уравнением 
0 1
1 2
0 1
.k
k
y y
L L
m m


    
Эта граница представляет собой гиперплоскость с единичной 
нормалью 
 0 1 0
0 1
1
,0,...,0, ,0,...,0k
k
n m m
m m


 

.                (7.4) 
Напомним, что при достижении этой границы бесструктурной 
частицей происходит столкновение только оболочек структурно-сложных 
частиц. Следовательно, меняются только скорости оболочек. Остальные 
элементы сохраняют свои скорости. Теперь проверим биллиардный 
характер столкновения. Ясно, что для этого нужно проверить выполни-
мость условия 
, ,u u u u 
   
 
где 0u u n   — нормальная компонента скорости к заданной гипер-
плоскости, а u  — касательная. Штрихами помечены соответствующие 
компоненты скорости после столкновения. Вектор продольной скорости 
u  определяется как скоростями внутренних частиц не участвующих 
в столкновении оболочек, так и скоростями сталкивающихся оболочек. 
Компонента u , связанная с оболочками, может быть записана как 
( )u  , где   имеет вид: 
 0
0 1
1
,0,...,0, 1,0,...,0 .k
k
m m
m m


 

 
В координатном виде сохранение величины u  записывается 
следующим образом: 
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0 0 1 1 0 0 1 1 .k k k ky m y m y m y m        
Возвращаясь к исходным координатам, легко заметить, что это 
равенство совпадает с законом сохранения импульса оболочек при 
столкновении: 
0 0 1 1 0 0 1 1.k k k km x m x m x m x        
Проверим теперь изменение знака нормальной компоненты 
скорости u . Для этого запишем равенство 0 0u n u n     в коорди-
натной форме 
0 1 0 1
0 1 0 1
.k k
k k
y y y y
m m m m
 
 
 
     
Снова, переходя к исходным координатам, получим закон упругого 
столкновения двух тел, известный со времен Ньютона [14]: 
0 1 0 1( ).k kx x x x       
При упругом столкновении двух тел разность их скоростей меняет 
знак. Этот закон – следствие законов сохранения энергии и импульса 
(см. например [14], [1]). 
Таким образом, отражение бесструктурной точечной частицы от этой 
границы конфигурационного пространства происходит согласно зеркаль-
ному закону отражения. Абсолютно аналогично можно доказать зеркаль-
ность отражения от всех границ конфигурационного пространства в бил-
лиардных координатах. Поэтому столкновение двух структурно-сложных 
частиц можно описывать как движение одной бесструктурной, точечной 
частицы в многомерном полигональном биллиарде вида: 
0 1
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01
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Из этой системы уравнений легко заметить, что форма этого 
биллиарда в многомерном пространстве определяется исключительно 
значениями масс отдельных компонент системы и линейными разме-
рами оболочек. Далее для изучения столкновений структурно-сложных 
частиц будем использовать такой биллиардный подход. 
При описании формы биллиарда в многомерном пространстве 
важное значение играют нормали к граням биллиарда. Запишем 
выражения для внутренних нормалей всех граней биллиарда. Нормаль 
для выбранной грани легко получить из равенства, определяющего эту 
грань. Как показано выше, грань, соответствующая столкновению 
оболочек, имеет нормаль: 
 0 1 0
0 1
1
,0,...,0, ,0,...,0 .k
k
n m m
m m


 

 
Четыре грани, достижение траекторией которых соответствуют 
столкновению крайних внутренних частиц с оболочками, имеют 
нормали вида 
 1 1 0
0 1
1
, ,0,...,0 ,n m m
m m
 

 
 1 0
0
1
,0,...,0, ,0,...,0 ,k k
k
n m m
m m
  

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 2 1 1
1 1
1
0,...,0, ,0,...,0,k n k n k
k k n
n m m
m m
    
  
 

.  (7.5) 
Остальные нормали к 2k n   граням, соответствующим столкно-
вениям между двумя внутренними степенями свободы, имеют вид: 
 1
1
1
0,...,0, , ,0,...,0 ,pn m m
m m
 
 


 

    (7.6) 
где индекс p  пробегает значения из диапазона 2, , , 3, , 1k k k n     . 
Далее будем нумеровать грани биллиарда и соответствующие нормали 
греческим индексом 0,1, , 2k n     . 
Естественно, знание нормалей всех граней позволяет легко 
установить значения всех углов эффективного биллиарда. В свою очередь, 
это определяет форму полиэдра. Знание углов важно и с другой точки 
зрения. Так, для замкнутых n -мерных биллиардов в форме полиэдра, 
углы которого соизмеримы с  , доказана конечность возможных 
направлений траектории движения в замкнутых многогранниках [6]. Для 
открытого биллиарда, который получается удалением одной или двух 
граней такого полиэдра, это означает конечность возможных направлений 
вылета из открытого биллиарда при заданном направлении влета 
в открытый биллиард. С физической точки зрения это означает 
конечность спектра возможных скоростей после рассеяния двух 
структурно-сложных частиц при фиксированных начальных значениях 
скоростей отдельных компонент. Другими словами, при всевозможных 
положениях внутренних частиц в момент столкновения значения 
скоростей отдельных компонент после рассеяния будут принимать 
соответствующее значение только из конечного множества значений. 
Разумеется, дискретность скоростей отдельных компонент 
скорости u  автоматически означает дискретность таких важных физи-
ческих величин, как, например, скоростей центров масс, сталки-
вающихся структурно-сложных частиц и относительных скоростей 
движения внутренних частиц: 
1
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здесь 1cv  и 2cv  — скорости центра масс, соответственно, первой и второй 
структурно-сложной частицы. Таким  образом, в результате подобного 
рассеяния, в зависимости от состояния внутренних степеней свободы, 
скорости структурно-сложных частиц будут принимать лишь конечное 
число значений. Такое поведение совершенно не типично для класси-
ческих систем. Оно более напоминает сценарий квантового рассеяния 
с конечным спектром. 
Для понимания устройства границы биллиарда важную роль 
играют несколько направлений в конфигурационном пространстве. Эти 
направления имеют простой физический смысл. Так, направление  , 
определяющее величину скорости центра масс cu u   двух структурно-
сложных частиц. Это направление в конфигурационном пространстве 
определяется единичным вектором 
 0 1 1
1
, , , k nm m m
M
    .
 
Скорость центра масс  структурно-сложных частиц сохраняется со 
временем даже при произвольных столкновениях их компонент. Еще 
два важных направления определяют скорости центра масс отдельных 
структурно-сложных частиц  1 1cu u    и 2 2cu u   . Эти единичные 
векторы имеют компоненты 
 1 0 1
1
1
, ,..., ,0,0,...,0 ,km m m
M
   
 2 1 2 1
2
1
0,0,...,0, , ,..., ,k k k nm m m
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      
где 1
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k
i
i
M m

  и 
1
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1
k n
i
i k
M m
 
 
   – массы соответствующих структурно-
сложных частиц. Значение скоростей центра масс структурно-сложных 
частиц меняется только при отражении биллиардной траектории от 
грани с нормалью 0n , отражение от любых других граней не приводит к 
их изменению. Также важный смысл имеет величина 2 1( )u   . 
Отрицательная величина этой разности для достаточно удаленных 
частиц однозначно указывает на неизбежность столкновения оболочек 
частиц в будущем, поскольку первая частица догоняет вторую. Верно 
и обратное. Положительная разность 2 1( )u    означает, что столкно-
вение произошло ранее и более не произойдет. 
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Вернемся теперь к обсуждению формы эффективного биллиарда. 
Отметим, что в случае движения биллиардной траектории вдоль векторов 
1  и 2  столкновения между отдельными внутренними степенями 
свободы будут отсутствовать. Как следствие, такая траектория может 
столкнуться только с одной гранью биллиарда, которая соответствует 
столкновению оболочек частиц. Из этого следует, что рассматриваемый 
биллиард является открытым по направлениям 1  и 2 . В рамках 
биллиардного подхода этот факт просто интерпретируется как 
возможность ухода частицы 1 на   и частицы 2 на  , соответственно. 
Эти соображения позволяют понять, что добавление двух граней 
к конфигурационному пространству приведет к закрытому биллиарду 
в форме полиэдра. Действительно, можем поместить структурно-сложные 
частицы между двумя стенками, которые будут препятствовать уходу на 
бесконечность. Это соответствует добавлению к исходной системе 
неравенств (7.2), (7.3) пары условий: 
0 1
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Для такого суммарного конфигурационного пространства отсутствуют 
направления движения, вдоль которых можно уйти в бесконечность, не 
встречая на пути препятствий. Это означает, что исходный биллиард, 
дополненный двумя гиперплоскостями, соответствующими приведенным 
неравенствам, будет закрытым. Следует заметить, что в выборе 
гиперплоскостей-«крышек» имеется некоторая свобода. Поэтому выберем в 
качестве таких гиперплоскостей две гиперплоскости, нормальные 
к векторам 1  и 2 , соответственно. Это можно сделать, так как очевидно, 
что, ограничив положение центра массы частицы, мы ограничим и 
положение ее оболочки. Следовательно, исходный биллиард, дополненный 
парой гиперплоскостей с нормалями 1  и 2 , станет закрытым. 
Таким образом, мы полностью описали форму эквивалентного 
биллиарда. Она представляет собой многомерный полиэдр, лишенный 
двух граней. Поскольку все грани биллиарда плоские, то для изучения 
траекторий в нем удобно использовать метод спрямления траекторий или 
принцип Шварца [6], [8]. Этот принцип заключается в замене отражения 
траектории от грани отражением биллиарда относительно этой грани с 
сохранением прямолинейного движения траектории в достроенном 
объеме. Повторяя эту процедуру необходимое число раз, можно добиться 
полного спрямления участка траектории, соответствующего всему 
процессу рассеяния. В частности, используя простые соображения, можно 
понять, что количество столкновений при рассеянии структурно-сложных 
частиц будет конечным. Для этого рассмотрим полиэдр, закрытый 
гранями, которые описаны выше. Тогда ясно, что возврат биллиардной 
траектории после столкновений с другими гранями на эти грани означает 
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окончание процесса рассеяния и переход к кинематическому разлету 
структурно-сложных частиц. Теперь используем теорему Пуанкаре о 
возврате траекторий в окрестность начальной точки за конечное время [5], 
[6]. Это означает окончание рассеяния структурно-сложных частиц после 
конечного числа столкновений. Естественно, согласно этой теореме, мера 
нуль траекторий может не возвращаться в окрестность начальной точки. 
Для гамильтоновых систем общего положения этим свойством обладают 
неподвижные точки гиперболического и эллиптического типа и сепа-
ратрисы, входящие и выходящие из гиперболических точек за беско-
нечное время. Однако, для биллиардов в полигонах в фазовом 
пространстве отсутствуют неподвижные точки. Это следует из доказанной 
теоремы о выходе траекторий из многогранного угла (см. [6], [15]) за 
конечное время. Поэтому следует ожидать, что в замкнутом полиэдре 
биллиардная траектория после конечного числа столкновений возвра-
щается на соответствующие начальные грани, с которых началась 
биллиардная траектория. Более того, поскольку интересующая нас 
окрестность возврата представляет собой всю отсутствующую грань 
биллиарда, а не малую окрестность точки, то число столкновений 
с гранями будет относительно невелико. 
Перейдем теперь к описанию характеристик рассеяния структурно-
сложных частиц. Основное внимание сосредоточим на матрице рассеяния, 
полностью описывающей процесс рассеяния структурно-сложных частиц. 
Вначале определим матрицу рассеяния при столкновении биллиардной 
траектории с гранью биллиарда  . Эта матрица Sˆ   показывает, как 
преобразуется скорость биллиардной частицы при столкновении 
с соответствующей гранью биллиарда: 
ˆ .u S u   
Чтобы определить компоненты этой матрицы, выясним, как 
преобразуются компоненты скорости биллиардной частицы в результате 
столкновения с гранью  . Как уже обсуждалось выше, при таком 
столкновении будет выполняться зеркальный закон отражения. Иными 
словами, нормальная компонента скорости u  к выбранной грани 
с нормалью n  (  u n n u   ) изменит знак на противоположный, 
а тангенциальная компонента скорости (  u u n n u   ) сохранится: 
,u u u u 
    .                                 (7.7) 
В результате преобразование скорости при отражении от грани   
с нормалью n  имеет вид: 
 2 .u u u u n n u        
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Это преобразование легко переписать в матричном виде, опре-
делив таким образом матричные коэффициенты матрицы рассеяния ˆ
ijS
 : 
ˆ ( 2 )i ij j ij i j ju S u n n u
      .                               (7.8) 
Таким образом, после первого столкновения с гранью под номером 
0 , соответствующей столкновению оболочек, вектор скорости преобра-
зуется как 
0ˆ .u S u   
Каждое последующее столкновение с соответствующей гранью   
будет приводить к умножению матрицы преобразования скоростей на 
матрицу рассеяния Sˆ  . Процесс будет продолжаться до последнего 
столкновения траектории с гранью, соответствующей последнему 
столкновению оболочек. В результате полная матрица рассеяния Sˆ  
будет иметь такой вид: 
  0 00 1ˆ ˆ ˆ ˆ,..., , ,n kS m m S S S

                            (7.9) 
здесь   означает маршрут (0,..., ,...,0) , по которому траектория 
сталкивается с гранями биллиарда. В результате каждому маршруту 
соответствует строго определенная матрица рассеяния, зависящая только 
от величин масс всех компонент сталкивающихся структурно-сложных 
частиц. Этот результат является очень важным, поскольку означает, что 
матрица рассеяния не зависит явно от вектора скорости частицы. Она 
определяется гораздо более грубой характеристикой — маршрутом 
посещения траекторией граней биллиарда в процессе рассеяния. 
С физической точки зрения это означает, что она определяется порядком 
столкновения компонент структурно-сложных частиц. Для структурно-
сложных частиц с малым числом внутренних степеней свободы (  ,k n ) 
общее число таких маршрутов относительно невелико. Оно может быть 
оценено через максимальное число возможных столкновений maxN  как 
2( 2)k nmaxN
  . Здесь учтено, что в маршруте первая и последняя грань 
фиксированы, а также что нельзя столкнуться с одной гранью два раза 
подряд. Таким образом, число маршрутов определяет точное число 
возможных матриц рассеяния при фиксированных массах всех компонент 
структурно-сложной частицы. 
В наиболее простом случае рассеяния структурно-сложной частицы 
с одной степенью свободы на бесструктурной частице число столкновений 
легко находится (см. [16]). Для более сложного случая рассеяния 
структурно-сложной частицы с одной степенью свободы на другой такой 
же структурно-сложной частице оценка величины maxN  получена в работе 
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[16]. В общем случае, оценку числа maxN  можно получить, основываясь на 
значении maxN  для случая рассеяния двух структурно-сложных частиц с 
одной внутренней степенью свободы. Для этого достаточно заменить все 
внутренние степени свободы одной с массой, равной сумме масс 
внутренних степеней свободы. 
Конечность числа столкновений означает, что множество матриц 
рассеяния, определяющих рассеяние структурно-сложных частиц с внут-
ренними степенями свободы, также конечно. Более того, набор этих 
матриц легко получить аналитически (см. соотношение (7.9)). Интересно 
отметить, что такая своеобразная дискретность матриц рассеяния не 
характерна для классических систем, скорее напоминает процесс 
квантового рассеяния с дискретным энергетическим спектром. С увели-
чением числа внутренних степеней свободы число матриц рассеяния 
в спектре быстро растет, превращая его в сплошной. 
Следует обратить внимание, что сохранение скорости движения 
бесструктурной частицы вдоль оси   указывает на возможность изучения 
ее поведения с помощью проекции траекторий на гиперплоскость, 
перпендикулярную этому вектору. При таком проектировании получаем 
биллиард меньшей размерности 1k n  . В случае столкновения 
структурно-сложной частицы с одной внутренней степенью свободы 
с бесструктурной частицей ( 1k   и 0n  ), а также для столкновения двух 
структурно-сложных частиц с одной внутренней степенью свободы  
( 1k   и 1n  ) проекция конфигурационного пространства оказывается 
двухмерной и трехмерной соответственно. Поэтому движение траекторий 
в таких биллиардах может быть полностью исследовано. Ниже 
рассмотрим детально простой случай столкновений структурно-сложной 
частицы с бесструктурной. 
Упругие столкновения двух бесструктурных частиц были изучены 
еще при возникновении классической механики. В идеализированном 
виде основные свойства таких столкновений сводятся к нулевому времени 
взаимодействия или столкновения и сохранению разности скоростей 
частиц до и после удара. Рассмотрим теперь, какие принципиально новые 
явления могут наблюдаться в случае наличия у частиц внутренних 
степеней свободы. Начнем с самого простого случая столкновения 
частицы, обладающей одной внутренней степенью свободы, с обычной 
бесструктурной частицей. Этот случай соответствует столкновению 
структурно-сложных частиц при частном выборе значений параметров: 
3 21, 0, 0, 0.k n m L     
Конфигурационное пространство такой системы упрощается 
и задается неравенствами: 
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L
m m
   . 
Теперь конфигурационное пространство – это область в трех-
мерном пространстве, ограниченная тремя плоскостями (см. рис. 15). 
 
 
Рис. 15. Справа показано конфигурационное пространство столкновения 
структурно-сложной частицы с бесструктурной и сечение его плоскостью  
с нормалью  . Слева показана граница сечения этой плоскости 
конфигурационным пространством 
 
Как и ранее, столкновение структурно-сложной частицы с бес-
структурной эквивалентно движению одной точечной частицы 
в конфигурационном пространстве, показанном на рис. 15, с зер-
кальными отражениями от его границ. Достижение биллиардной 
траекторией граней этого биллиарда соответствует столкновению опре-
деленных двух компонент. Так, достижение «нижней» грани c нормалью 
 0 2 0
0 2
1
,0,n m m
m m
 

 соответствует столкновению оболочки 
структурно-сложной частицы с бесструктурной частицей. Достижение 
«боковых» граней с нормалями  1,2 1 0
0 1
1
, ,0n m m
m m
  

 
соответствует столкновению внутренней частицы с левой или правой 
границей оболочки структурно-сложной частицы. Очевидно, что такой 
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биллиард является открытым по двум направлениям, каждое их 
которых соответствует уходу на бесконечность структурно-сложной и 
бесструктурной частицы. Проекция скорости вдоль биллиардной 
траектории на направление 
0 1 2
1
( , , )m m m
M
   определяет 
величину скорости движения центра масс бесструктурной и структурно-
сложной частиц. Эта скорость не меняется даже при столкновении 
частиц. Геометрически это соответствует тому, что грани биллиарда 
параллельны этому вектору (см. рис. 15). Поэтому сконцентрируем 
внимание на нетривиальной динамике биллиардных траекторий 
в системе отсчета центра масс. Для этого выберем сечение конфи-
гурационного пространства плоскостью, например 0y   , 
и спроецируем биллиардную траекторию на эту плоскость. Проекция 
исходного трехмерного биллиарда на такую плоскость будет 
представлять собой полубесконечную полосу шириной 
1 0 1 0 12 / ( )L m m m m , срезанную под углом 0 1 2arctan / m M mm   
(см. рис. 16). Этот угол фактически является единственным параметром, 
который определяет форму биллиарда. 
Длина основания полосы 
1 1 0 22 ( ) /L L m m m M  . Важно 
отметить тот факт, что процедура проецирования на плоскость, 
перпендикулярную  , сохраняет биллиардные свойства траектории. 
Это следует из свойства сохранения вектора скорости вдоль  . Другими 
словами, для описания взаимодействия частиц в системе центра масс 
достаточно рассмотреть движение траекторий в простом планарном 
биллиарде (рис. 16). 
Используя принцип Шварца спрямления траектории (см. [6], [8]), 
легко найти число столкновений N  структурно-сложной частицы с бес-
структурной частицей в процессе рассеяния (аналогично как в разделе 6) 
1
arccos cos
2
1 ,
2
l
L
N
 

  
  
   
 
 
  
 
где [ ]  — квадратными скобками обозначена целая часть числа, l  – 
расстояние между бесструктурной и внутренней частицами в момент 
первого столкновения структурно-сложной частицы с бесструктурной, 
а   – угол падения траектории в этот момент на нижнюю грань. 
Собственно эти параметры играют роль начальных условий. Именно они 
определяют число столкновений структурно-сложной частицы с бес-
структурной частицей в процессе рассеяния. 
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Рис. 16. Биллиард, эквивалентный столкновению структурно-сложной частицы  
с бесструктурной в проекции на плоскость, перпендикулярную направлению  . 
Показаны угол  , определяющий форму биллиарда, и угол   первого падения 
траектории на грань, соответствующую столкновению бесструктурной частицы  
и оболочки структурно-сложной частицы 
 
Кроме этого при спрямлении траектории легко вычислить длину 
l  траектории между первым и последним столкновением оболочки 
с бесструктурной частицей. Соответственно, зная скорость u  движения 
эффективной точечной частицы в биллиарде, легко оценить время 
рассеяния: 
1 0 2 1
2
( ) 2 sin 2 ( 1)
,
cos2 /
int
m m m Ll N
t
u M E P M


 
 

 
где E  — суммарная кинетическая энергия, а P  - суммарный импульс 
системы сталкивающихся частиц. Легко заметить, что время взаимо-
действия существенно зависит от числа столкновений N и начальных 
условий  . В зависимости от значений параметров ,   и 1/l L  число 
столкновений меняется в интервале 1 maxN N  . Следует подчеркнуть, 
что максимально возможное число столкновений 1 [ / 2 ]maxN     
определяется только соотношением масс и не зависит от условий 
столкновения. Для вырожденного случая, при котором угол 2
соизмерим с 2k  , где k  — целое число, 1 / 2maxN    . Таким 
образом, при рассеянии структурно-сложной частицы с очень легкой 
оболочкой ( 0 1 2,m m m ) на бесструктурной частице число столкновений 
может быть сколь угодно велико. 
Интересно отметить, что при отсутствии информации о начальных 
данных   и l  возникает специфическая непредсказуемость даже числа 
столкновений при рассеянии таких частиц. В этом случае можно указать 
только спектр возможных значений. 
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Следующей важной количественной характеристикой столкно-
вения частиц является матрица рассеяния. Матрица рассеяния Sˆ
связывает начальные скорости всех компонент с их скоростями после 
рассеяния: 
0 0
1 1
2 2
ˆ
u u
u S u
u u
   
       
      
. 
Здесь iu  – скорости соответствующих компонент ( 0,1,2i  ) до первого 
столкновения, а iu  – скорости после последнего столкновения бесструк-
турной частицы с оболочкой структурно-сложной частицы. В работе [16], 
используя принцип Шварца, получен точный вид матрицы рассеяния Sˆ : 
1 0 02
0 2 0 2
0 2 1
0 1 2 2
0 2 0 2
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ˆ 0
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m m M m m M
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M M
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, 
где N  – полное число столкновений бесструктурной частицы 
с оболочкой структурно-сложной частицы. Важно отметить универсаль-
ность матрицы рассеяния. Действительно, из вида матрицы рассеяния 
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Sˆ  ясно, что изменение скоростей в результате рассеяния частиц 
определяется только соотношением масс и числом столкновений N . 
Более тонкие детали не влияют на характер рассеяния. Зависимость 
процесса рассеяния от начальных условий содержится только в общем 
числе столкновений. Еще одно важное свойство – это унитарность 
матрицы Sˆ . Это означает, что ˆ ˆS S I  , где I – единичная матрица, 
а   обозначает транспонирование матрицы. Действительно, при 
использовании спрямления траектории ясно, что длина вектора скорости 
не меняется. Возврат к исходному биллиарду сводится к поворотам и 
отражениям, что не меняет величину скорости, а только ее направление. 
От скоростей отдельных компонент в биллиардной системе координат
0 1 2, ,u u u  удобно перейти к величинам, имеющим ясный физический смысл: 
скорости центра масс структурно-сложной частицы 0 0 1 1
0 1
c
m u m u
v
m m



, 
скорости движения внутренней частицы относительно центра масс 
структурно-сложной частицы 1 0 0 10
1 0 1
i
m u m um
v
m m m
 


 и скорости 
бесструктурной частицы 
2
2
2
u
v
m
 . Относительную скорость iv  можно 
рассматривать как «температуру» структурно-сложной частицы. 
Закон изменения этих величин в результате столкновений имеет 
вид 
2 2
ˆ
c c
i r i
v v
v S v
v v
   
       
      
.                                    (7.10) 
Точный вид матрицы рассеяния ˆrS  также получен в [16]. Соотно-
шение (7.10) однозначно определяет характеристики скоростей струк-
турно-сложной и бесструктурной частицы после рассеяния. Однако 
интересно обсудить, как модифицируется закон столкновения Ньютона 
1 2 1 2( ) ( )e V V V V       при наличии внутренней степени свободы 
структурно-сложной частицы. 
Для этого запишем матрицу поворота, входящую в ˆrS , в базисе 
собственных векторов. В результате получим следующие три соотно-
шения между величинами cv , iv  и 2v  до и после рассеяния: 
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 
 
   
 
, 
0 1 2 2 0 1 2 2 (m +m )v  + m  v  = (m +m )v'  + m  v'c c . 
Очевидно, что третье соотношение соответствует закону сохранения 
импульса. 
Два первых уравнения играют роль дополнительных уравнений, 
определяющих столкновения частиц. Из этих соотношений следует 
обобщенный закон Ньютона для столкновения структурно-сложной 
и бесструктурной частицы: 
   2 2'   '        '   c c t i iv v e v v e v v       . (7.12) 
Далее будем называть e  и te  коэффициентами рассеяния. 
Простым, но важным следствием этого соотношения является зависимость 
скоростей частиц после столкновений от изменения скорости внутренней 
частицы. Прежде всего заметим, что коэффициенты, входящие в это 
соотношение, точно вычисляются в явном виде 
1
0 2
sin 2
1,
1 cos 2
t
mM N
e e
m m N


  

. 
Равенство коэффициента e  единице указывает на упругую природу 
отдельных столкновений в процессе рассеяния. Из вида выражения для 
коэффициента te  следует, что его величина может принимать любые 
положительные значения и зависит от числа столкновений N . Это 
означает чувствительность этого коэффициента к состоянию внутренней 
степени свободы в начальный момент столкновений. В определенном 
смысле возникает специфическая непредсказуемость результата рассея-
ния при отсутствии данных о внутренних степенях свободы. 
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Однако, в качестве характеристики рассеяния частиц можно ввести 
эффективный коэффициент восстановления effe . Определим этот 
эффективный коэффициент восстановления effe  согласно соотношению 
1 2 1 2( ) ( )effV V e V V      . Обратим внимание, что величина эффек-
тивного коэффициента восстановления легко определяется экспери-
ментально. Важно подчеркнуть, что этот коэффициент, в отличие от 
обычного коэффициента восстановления, зависит не только от свойств 
материала, но и от относительных скоростей сближения частиц. Из 
соотношений (7.11) можно получить зависимость effe от начальных 
параметров столкновения: 
2 1
2 0 2 2
cos 2 sin 2c ieff
c c
v v vmM
e N N
v v m m v v
 
  
        
 . (7.13) 
Легко заметить, что этот коэффициент достаточно удобен в качестве 
характеристики степени неупругости столкновений частиц. 
Соотношение (7.13) позволяет проанализировать процесс рассеяния 
в ряде предельных случаев. 
Наиболее простой из них – случай легкой внутренней частицы 
1 0m  . В этом случае очевидно, что рассеяние произойдет за одно 
столкновение 1N  , а из зависимости   от масс следует, что / 2   
и соответственно cos2 1N  . Иными словами, выполняется обычный 
закон Ньютона для упругих столкновений пары тел с 1effe  . 
 
Рис. 17. Зависимость эффективного коэффициента восстановления от 
относительной скорости центров масс сталкивающихся частиц. Параметры 
частиц : 
0 1.1m  , 1 2.0m  , 2 1.0m  , 0.2iv  , 2maxN  . Отдельные гладкие 
участки зависимости соответствуют рассеянию с одинаковым числом 
столкновений N  
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Так же легко получить выражение для эффективного коэффи-
циента восстановления легкой бесструктурной частицы 
2 0m   на 
структурно-сложной в случае однократного столкновения. При этом рост 
величины 1
0 2
mM
m m
 
компенсируется уменьшением sin 2 0  , и в резуль-
тате получим: 
1
0 2
1 2 ieff
c
vm
e
m v v
 

. 
Основной особенностью в этом предельном случае можно считать 
зависимость эффективного коэффициента восстановления от скорости 
сближения частиц до столкновения. 
Третьим важным предельным случаем является случай рассеяния 
структурно-сложной частицы с легкой оболочкой 0 0m  . Поскольку 
для такой частицы 0iv  , процесс рассеяния будет происходить 
с большим числом столкновений 1N , таким, что 2N  . Благодаря 
этому величина sin 2iv N  стремится к нулю быстрее, чем 0m . 
В результате сохраняется обычный закон Ньютона для столкновения 
упругих тел 1effe  . 
Также отметим важный частный случай, когда cos2 1N  . При 
этом 1effe  , иными словами, рассеяние происходит по упругому закону, 
несмотря на многократные соударения частиц в процессе рассеяния и 
конечное время взаимодействия. В определенном смысле можно 
говорить об особом типе упругих столкновений, когда изменение 
скоростей подчиняется упругому закону, но время взаимодействия 
конечно и может быть достаточно большим. В графической интер-
претации такой режим рассеяния будет выглядеть как траектория 1  
на рис. 18. 
Вернемся к факту, что величина effe , согласно соотношению (7.13), 
зависит от 2cv v по гиперболическому закону, то есть с уменьшением 
разности скоростей сталкивающихся частиц коэффициент восстанов-
ления растет, а при увеличении – стремится к определенной константе 
(см. рис. 17). 
На фоне этой общей зависимости легко заметить наличие резких 
скачков в величине (7.13). Этот интересный эффект скачкообразного 
характера изменения эффективного коэффициента восстановления 
определяется наличием малого числа внутренних степеней свободы. 
Структура этих скачков усложняется в режимах с большим числом
1maxN . Следует ожидать, что при увеличении числа внутренних 
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степеней свободы амплитуды скачков будут убывать и в пределе макро-
скопического числа внутренних степеней свободы исчезнут. 
В экспериментах по определению упругих свойств материалов 
обычно измеряется эффективный коэффициент восстановления при 
столкновении двух шаров из исследуемого материала. Любопытно 
отметить, что в экспериментах с реальными материалами графики 
зависимости этого коэффициента от относительной скорости сталки-
вающихся тел качественно ведут себя похожим образом. При больших 
относительных скоростях столкновения металлических шаров коэффи-
циент восстановления выходит на стационарное значение. При 
уменьшении этой скорости коэффициент восстановления увеличивается, 
но по понятным причинам не может превысить 1  [17]. 
Обсудим теперь новые эффекты, возникающие при столкновении 
таких частиц. Прежде всего заметим, что снова относительная скорость 
разлета структурно-сложной и бесструктурной частицы может превышать 
начальную скорость сближения частиц до столкновения (см. раздел 6). Это 
достаточно необычный и интересный эффект, связанный с наличием 
внутренней степени свободы у структурно-сложной частицы. Особенно с 
учетом упомянутого выше закона столкновения макроскопических тел. 
Согласно ньютоновскому закону, скорость разлета тел меньше скорости 
столкновений, и только при абсолютно упругих столкновениях они равны 
по величине. Разумеется, такой характер движения после столкновений 
рассмотренных выше частиц также возможен при определенных 
соотношениях масс и начальных скоростей. С физической точки зрения 
относительная скорость поступательного движения частиц при 
столкновении изменяется лишь за счет энергии внутренней степени 
свободы структурно-сложной частицы. Это указывает на перерас-
пределение энергии между этими двумя степенями свободы при 
рассеянии частиц. Важно отметить, что направление и количество 
переданной энергии для заданного числа столкновений определяются 
лишь числом и массами отдельных элементов системы, то есть 
в определенном смысле  параметрами «материала». 
 
 
Рис. 18. Показаны траектории, соответствующие особым режимам рассеяния 
структурно-сложной частицы на бесструктурной. 1 — режим «квазиупругого» 
рассеяния. 2 — режим нагрева внутренней степени свободы. 3 — режим 
охлаждения внутренней степени свободы 
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Рассмотрим специфические режимы рассеяния, возникающие 
в процессе столкновения структурно-сложной и бесструктурной частицы. 
Для этого используем графическую интерпретацию, выполненную в рамках 
биллиардных представлений и с применением принципа спрямления 
траектории. На рис.18 представлены несколько особых траекторий для 
различных режимов рассеяния. Как уже упоминалось ранее, траектория 1  
соответствует вырожденному случаю – «квазиупругому» сценарию 
рассеяния. Для простой интерпретации закономерностей процесса 
рассеяния достаточно помнить, что проекция скорости на ось полосы 
биллиарда соответствует относительной скорости движения структурно-
сложной и бесструктурной частиц, а проекция на поперечное направление 
соответствует скорости внутренней частицы. Исходя из этого, легко понять, 
что в результате рассеяния в общем случае будет происходить перерас- 
пределение энергии между внутренней степенью свободы и кинетической 
энергией относительного движения частиц. При этом возможны два 
предельных случая. Например, при реализации траектории 2 почти вся 
энергия относительного движения перешла в энергию внутренней степени 
свободы структурно-сложной частицы. Иными словами, эффективный 
коэффициент восстановления effe  в данном случае близок к 0. Более того, 
используя соотношение (7.13), легко получить оценку отношения скоростей 
2/ ( )i cv v v , при котором такой эффект будет наблюдаться для случая 
однократного столкновения частиц в процессе рассеяния: 
02
2 1
1
2
i
c
v mm
v v M m
 
   
  
. 
Отметим при этом, что из-за обычных свойств эквивалентного 
биллиарда невозможно рассеяние с 0effe  , поскольку наличие такой 
биллиардной траектории приводило бы к нарушению обратимости по 
времени. Однако для определенных значений масс можно сколь угодно 
близко приблизить effe  к нулевой величине. Например, при 
0 1 20.25, 1, 1m m m    минимальное значение ~ 0.066effe  при 
2/ ( ) 0.12i cv v v   . 
В случае, соответствующем траектории 3, наблюдается обратная 
ситуация. Видно, что произошла практически полная остановка 
внутренней частицы и возрастание относительной скорости движения 
структурно-сложной и бесструктурной частиц после столкновения. 
Критерий такого режима рассеяния легко получить, поскольку из 
анализа соотношений (7.11) следует: 
0 2
2
1
cos 2 ( ) sin 2i i c
m m
v v N v v N
mM
      . 
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Соответственно, при 0 2
1
1
2
cos t  an 2i
c
v m m
N
v v mM
 

 будет 
происходить полное охлаждение внутренней степени свободы. 
Таким образом, в рамках биллиардного подхода установлены точные 
закономерности столкновения бесструктурной частицы и структурно-
сложной частицы с одной внутренней степенью свободы и полностью 
описаны все возможные режимы столкновений. Аналогично рассмотрены 
столкновения двух структурно-сложных частиц с одной внутренней 
степенью свободы [16]. Полученный закон столкновения демонстрирует 
неожиданный механизм перехода к неупругому рассеянию частиц, все 
компоненты которых взаимодействуют абсолютно упругим образом. Его 
смысл состоит в перераспределении энергии между кинетической энергией 
движения структурно-сложных частиц и энергией их внутренних степеней 
свободы. Найдены критерии, при выполнении которых этот механизм 
приводит как к абсолютно неупругому рассеянию, так и рассеянию 
с коэффициентом восстановления, превышающим единицу. 
 
 
 
 
Может показаться, что рассмотренные выше эффекты далеки от 
более реалистических частиц с небольшим числом внутренних степеней 
свободы. Покажем, что это не так. Рассмотрим в этом разделе 
столкновение более реалистической частицы с малым числом внутренних 
степеней свободы с бесструктурной плоскостью. Для этого используем 
метод молекулярной динамики и смоделируем частицу, состоящую из 
относительно небольшого числа атомов. Применение методов моле-
кулярной динамики сейчас нашло широкое применение в физике 
и химии твердого тела [18] и при описании кластеров, состоящих из 
нескольких атомов до несколько тысяч (см., например, [19], [20]). Атомы, 
входящие в такую частицу, взаимодействуют согласно потенциалу 
Леннарда–Джонса. Используя такую частицу, выполним моделирование 
столкновения ее с плоскостью [21]. Интервал скоростей столкновения 
выбирается не приводящим к ее разрушению при столкновении.  
Пусть исходно атомы в наночастице располагаются в узлах 
кубической решетки с расстоянием между атомами = 4.816a  Е. При 
моделировании число атомов N  массы = 39.9m  a.u. 30= 3.5 10 кг, 
входящих в наночастицы, выбиралось равным = 64N  и = 512N . 
Взаимодействие атомов происходит согласно потенциалу Леннарда–
Джонса. Выбор параметров этого потенциала соответствует атомам аргона 
Ar : = 0.0104  eV, = 3.405  Е. На первом этапе вычислений система 
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взаимодействующих атомов релаксирует до температуры 2K  в течение 
20  ps. Затем осуществляется нагрев частицы до определенной 
температуры T . Все атомы системы получают случайные смещения, 
после чего система релаксирует также в течение 20  ps. Характерное 
время столкновений оценивается как 
1/2 14= ( / ) 5.16 10m      s, 
и поэтому выбранное время релаксации достаточно для установления 
равновесного состояния. Диапазон смещений подобран так, чтобы 
температура системы атомов приняла требуемые значения =10T K , 
а в другом случае = 25T K . Разумеется, начальная кристаллическая 
структура наночастицы меняется в зависимости от ее температуры. Так, 
при низких температурах  =10T K  она сохраняется и при более высоких 
= 25T K  становится мало заметной (см. рис. 19). Уравнения движения 
решаются с помощью алгоритма Верле [22] со скоростями [23] 
с временным шагом 2 3=10 10dt    . Выбранные для моделирования 
температуры ниже температуры плавления аргона = 83.4lT K , что 
обеспечивает устойчивость наночастицы.  
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Рис. 19. Слева показано положение атомов наночастицы в некоторый момент 
времени при =10T K , справа при = 25T K  
 
Для определенной наночастицы, состоящей из N  атомов, создаѐтся 
Q  случайных реализаций с соответствующей температурой T . Для 
частиц, содержащих = 64N  атома, число реализаций = 50Q , а для 
содержащих 512  атомов – =10Q . Затем моделируется столкновение 
с бесструктурной плоскостью каждой из них. Для создания направленного 
движения к плоскости и моделирования столкновения все атомы 
наночастицы в определенный момент времени получают одинаковую 
добавку к скорости 1v  в направлении, перпендикулярном плоскости. 
После этого производится интегрирование уравнений движения 
описанным выше методом. При достижении любым из атомов системы 
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плоскости компоненты его скорости мгновенно меняются на зеркально 
отражѐнные от плоскости, после чего решение уравнений движения 
производится в прежнем режиме. Диапазон значений начальной скорости 
наночастицы 1v  меняется в пределах 25 220  м/с. На этих скоростях 
столкновение с плоскостью не приводит к разрушению наночастиц.  
Начнем с изучения зависимости скорости отражения наночастиц от 
бесструктурной плоскости в зависимости от ее скорости падения. В случае 
макроскопических тел эта зависимость достаточно проста 1=v ev   и 
сводится к линейному закону. Определяя эффективный коэффициент 
восстановления как 2
1
| |
=ef
v
e
v
, рассмотрим его зависимость от 
безразмерной скорости поступательного движения наночастицы 1=
T
v
q
v
 
в нормальном направлении к бесструктурной плоскости. Здесь Tv  
характерной скорости теплового движения ее атомов  
1=
T
v
q
v
.                                                    (8.1) 
Скорость теплового движения определяется как 
1/2
2
=T
T
v
m
 
 
 
. Все 
представленные далее зависимости являются усреднѐнными по Q  
случайным реализациям при температуре =10T K  и 25K . 
Зависимость эффективного коэффициента восстановления efe  от 
1/3qN  представлена на рис. 20. Множитель 1/3N  введен для демонст-
рации универсальной зависимости эффективного коэффициента 
восстановления от числа атомов, входящих в наночастицу. Прежде всего 
из полученной зависимости следует зависимость, близкая к обратной 
пропорциональности от 
1/3qN : 
2
1/3
1 1
= T
v v
e const
v N v
 ,                                    (8.2) 
здесь e  и const  – некоторые постоянные. Это означает, что введенный 
таким образом эффективный коэффициент восстановления зависит не 
только от свойств материала, но и от скорости налетающей наночастицы 
на плоскость. Это принципиально отличается от независимости e  от 
скорости налетающего бесструктурного макроскопического тела. Другими 
словами, такой коэффициент не подходит в качестве характеристики 
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материала, определяющей закон столкновения наночастицы с бесструк-
турной плоскостью. В принципе это приводит к необходимости введения 
другого закона столкновений для наночастиц или частиц с небольшим 
числом внутренних степеней свободы (см. предыдущий раздел).  
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Рис. 20. Эффективный коэффициент восстановления 2
1
=ef
v
e
v
 в зависимости от 
q  — отношения начальной скорости к тепловой и числа частиц N . Слева 
показаны данные о efe , полученные численным моделированием при 
температуре наночастиц =10T K . Данные, соответствующие наночастице, 
содержащей = 64N  атомов, показаны черными квадратами, а соответствующие 
= 512N  — красными кругами. Вертикальные отрезки соответствуют 
погрешности вычислений. Справа аналогичная зависимость  
при температуре = 25T K  
 
Кроме этого полученная зависимость эффективного коэффициента 
восстановления демонстрирует еще одно необычное и нереализуемое 
свойство для макроскопических бесструктурных тел при столкновении. 
Скорость отраженного макроскопического тела может быть только 
меньше скорости падения его на плоскость. Для наночастицы из данных 
моделирования следует, что при 
1/3 1qN  скорость отражѐнной частицы 
больше по модулю начальной, т.е. >1efe . Разумеется, законы 
сохранения при этом не нарушаются. Такой режим отражения 
сопровождается охлаждением еѐ внутренних степеней свободы. При 
возрастании q  конечная скорость становится по модулю меньше 
начальной и медленно убывает ( <1efe ), что сопровождается нагревом 
частицы. При этом полная энергия частицы по данным моделирования 
сохраняется с точностью до 
610 % . Таким образом, в отличие от 
макроскопической частицы, для модельной наночастицы скорость 
отражѐнной частицы может превышать еѐ начальную скорость. 
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Проведенное моделирование даѐт критическое значение crq , при 
котором происходит переход от >1efe  к <1efe : 
1/3
1
2
crq
N
 .                                      (8.3) 
Ясно, что для макроскопических тел с гигантским числом 
внутренних степеней свободы N  , а 0crq  , и соответственно, 
такой эффект наблюдать невозможно. Интересно заметить, что, как 
следует из рис. 20, вид зависимости efe , в том числе переходное 
значение crq , в исследованном диапазоне значений практически не 
зависят от размеров и температуры наночастиц.  
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Рис. 21. Число соударений G  атомов наночастицы с плоскостью в зависимости от 
q  — отношения начальной скорости к тепловой. Линейная зависимость 
наблюдается в широком диапазоне скоростей 
10 <
2
Tvv   
 
Еще одной интересной характеристикой является G  – полное 
число столкновений атомов наночастицы с плоскостью за время 
столкновений и ее отражением. Численные данные о числе соударений 
атомов наночастицы с плоскостью, в зависимости от q , представлено на 
рис. 21 для температуры =10T  и 25  K . Зависимость G  от q  является 
линейной функцией с коэффициентом пропорциональности k , близким 
к N . Численное моделирование приводит к значению = 66.8k  
(см. рис. 21) для числа атомов = 64N  и к = 481.6k  для = 512N . 
Возвращаясь к установлению закономерности для отражения 
частиц с небольшим числом внутренних степеней свободы, проана-
лизируем отношение скоростей отражения к скорости падения 
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в зависимости от отношения изменения средней тепловой скорости атомов 
Tv  к начальной скорости падения. Введем обозначение 
1
= T
v
v


, где 
Tv  – изменение тепловой скорости атомов с учетом знака. Результаты 
численного моделирования приведены на рис. 22. Легко заметить, что в 
широком диапазоне значений < 0  наблюдается линейная зависимость  
2
1
=
v
e k
v
  
с коэффициентом 120k   для = 64N  и 127k   для = 512N . 
Интересно заметить, что эти значения практически не зависят от N . 
В принципе и в области > 0  также зависимость близка к линейной, но 
с другими значениями k . Важно подчеркнуть, что значение этого 
коэффициента не зависит от температуры наночастицы. Так, его 
величина сохраняется при =10T K  и 25K  с точностью погрешности 
вычислений.  
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Рис. 22. Зависимость отношения 2
1
v
v
 от величины   для наночастиц 
 с температурами  =10T K  и  25K  
 
Таким образом, обобщение закона изменения скорости тел 
с малым числом внутренних степеней свободы при столкновении с бес-
структурной стенкой имеет простую универсальную форму  
2 1= Tv ev k v  .                                      (8.4) 
В этом законе уже присутствуют две постоянные, не зависящие от 
скорости налетающей частицы, – это e  и k . В определенном смысле эти 
постоянные зависят только от свойств материала наночастицы 
и материала стенки. За коэффициентом e  естественно сохранить 
название коэффициента восстановления. Коэффициент k , характери-
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зующий свойства наночастицы, можно назвать коэффициентом 
трансформации. Легко заметить, что из этого закона столкновений 
следуют зависимости, приведенные на рис. 22, и устанавливают точную 
обратно пропорциональную зависимость 
1
= Tef
v
e e k
v

  от q . Следует 
отметить, что величина коэффициента k  зависит от знака  . Для 
положительных   этот коэффициент принимает меньшие значения 
и зависит по другому от числа частиц. Предварительные данные 
указывают на обратно пропорциональную зависимость от 
1/3N . Таким 
образом, величина этого коэффициента зависит от режима столкновений.  
Перейдем к обсуждению закономерностей, полученных в резуль-
тате численного моделирования. Для их объяснения используем простые 
соображения. Сначала сосредоточимся на области аномального 
отражения наночастицы, когда 1Tv v . При таком соотношении между 
направленной и хаотической, тепловой компонентами следует ожидать, 
что при столкновении частицы со стенкой передача импульса 1 1=P mNv  
будет осуществляться за счет столкновений атомов, имеющих тепловую 
скорость, направленную на стенку. В определенном смысле это напо-
минает своеобразное ускорение Ферми. Пусть после G  столкновений 
таких «горячих» атомов импульс частицы изменится на противооложный 
и частица отразится от препятствия. Тогда импульс атома при каждом 
ударе о стенку изменится на противоположный, и импульс отраженной 
частицы станет равным  
2 1= ( )TP mG v v  . 
Естественно предположить, что остальная часть направленной 
кинетической энергии перейдет в энергию хаотических движений и не 
войдет в импульс частицы после усреднения по хаотическим скоростям. 
Таким образом, суммарный средний импульс атомов и составляет 
импульс частицы, равный  
2 2=P mNv . 
Сравнивая эти выражения, получим для скорости 2v  отраженной 
частицы выражение  
2 1= ( )TNv G v v  
или, вычисляя отношение скоростей, получим  
2
1 1
= T
v GvG
v N Nv
  .                                        (8.5) 
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Таким образом, в области 1>Tv v  можно ожидать гиперболической 
зависимости 2
1
v
v
 от q , как и наблюдалось при численном моделировании 
(см. рис. 20). Разумеется, эти грубые соображения можно сделать более 
детальными, проводя более громоздкое усреднение по функции 
распределения скоростей. Однако нам важно отметить, что уже из таких 
простых соображений следует механизм отражения частицы со 
скоростью, превышающей скорость налетания на стенку. Он реализуется 
в области скоростей 1Tv v . Этот тип режимов аномального отражения 
и наблюдался при численном моделировании.  
Таким образом, остается обсудить число G  столкновений атомов с 
массивной стенкой за время ее отражения. Разумеется, при оценке G  
по-прежнему рассматриваем область 1Tv v . Для оценки числа 
столкновений используем факт, что со стенкой сталкиваются атомы, 
лежащие на одной грани даже при незначительной скорости 1v . Число 
атомов на грани можно оценить как 
2/3
6
N
. Кроме этого ясно, что чем 
больше скорость падения, тем больше столкновений нужно для 
изменения импульса 1mNv  на противоположный. Учитывая, что каждое 
столкновение атома передает импульс, примерно равный Tmv , запишем 
общую формулу в виде  
2/3
1
6 T
vN
G N
v
   .                                     (8.6) 
Полученная зависимость хорошо согласуется с данными 
моделирования (см. рис. 21). Так, из левой части рисунка 21 для = 64N  
линейный коэффициент при 1
T
v
v
 близок к N , также как и для = 512N  
справа. Аддитивная добавка для = 64N  составляет 1.96 , а для = 512N  
равна 6.95 . Соотношение (8.6) дает соответственно 2.67  и 10.67 , что 
довольно близко к наблюдаемым численно. Особенно если учесть, что 
деление на 6 дает завышенное значение атомов на грани и не учитывает 
отклонения формы частицы от кубической. При делении на 8 совпадение 
с экспериментальными данными существенно улучшается; так, для 
= 64N  составляет 2 , а для = 512N  равна 8 . Кроме этого, легко 
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заметить, что такая зависимость G  приводит к универсальной 
зависимости 2
1
v
v
 от параметра 
1/3N q , наблюдаемой на рис. 20.  
Перейдем теперь к обсуждению критерия реализуемости ано-
мального режима отражения. Возвращаясь к соотношению (8.5), легко 
получить это условие  
1
1T
vG
N v
 . 
Здесь учтено условие 
1
1T
v
v
, при котором и наблюдается аномальный 
режим. Напомним, что число столкновений атомов 
2/3G N  
определяется поверхностными атомами. Таким образом, условие 
принимает вид  
1/31 1
T
v
N
v
 , 
который хорошо согласуется с полученным из численного модели-
рования соотношением (8.3) 
1/31 1
2T
v
N
v
 . 
При оценке по порядку величин отличие правых частей 
неравенств несущественно. Если определить критическое значение 
отношения скоростей, разделяющее режимы как  
1/3
1
2
crq
N
 ,                                           (8.7) 
можно сравнить его значения с определяемым crq  непосредственно из 
результатов численного моделирования. А именно, для = 64N  численный 
эксперимент даѐт = 0.11crq , а соотношение (8.7) — 0.13crq  , для другого 
значения = 512N  численный эксперимент даѐт = 0.06crq , а из (8.7) 
следует значение = 0.07crq  (см. результаты, представленные на рис. 20).  
Теперь обсудим линейную зависимость отношения 2
1
v
v
 от 
1
= T
v
v


 
(см. соотношение (8.4)). Предсказать такую зависимость в области 
1
1T
v
v
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достаточно просто. Действительно, в этой области передача импульса 
осуществляется «горячими атомами» со скоростями Tv v , и 
следовательно, изменение температурной скорости Tv  пропорционально 
Tv . Тогда из соотношения (8.2) следует линейная зависимость от   как в 
соотношении (8.5). 
Остается обсудить отражение наночастицы в области скоростей 
1 Tv v . В этой области характер отражения частиц более традиционен. 
Действительно, в этой области передача импульса осуществляется 
атомами, имеющими скорость порядка 1v . Следовательно, импульс 
после отражения от стенки суммируется из импульсов атомов  
2 1=P mGv  
и определяет импульс частицы после отражения  
2 2=P mNv . 
Приравнивая эти выражения, получим  
2 1=
G
v v
N
, 
используя оценку числа столкновений (8.6), но теперь в другом 
предельном случае 1 Tv v  легко получить линейную зависимость  
2 1
1 T
v v
v v
. 
Такая линейная зависимость не противоречит экспериментальным 
данным, которые приведены на рис. 20.  
Таким образом, при отражении от бесструктурной плоскости для 
начальных скоростей частицы, малых по сравнению со скоростью теплового 
движения его атомов, эффективный коэффициент восстановления efe  
может превышать единицу. Причина этого связана с изменением 
соотношения, определяющего скорость частицы после столкновения со 
стенкой. Это новое соотношение установлено в работе. Свойства частицы 
определяются уже двумя «материальными» характеристиками, 
коэффициентом восстановления e , который всегда меньше единицы, и 
коэффициентом трансформации (см. (7.12)). С увеличением числа атомов, 
входящих в наночастицу, такой аномальный режим исчезает. Другими 
словами, аномальные свойства присущи только наночастицам, и для 
макрочастиц такое поведение невозможно. Условие реализации >1efe  
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определяется неравенством 
1/3
1
<
2
crq
N
. Проведенное численное моде-
лирование демонстрирует применимость закономерностей, полученных 
в рамках модели структурно-сложных частиц для более реалистических 
случаев наночастиц обычных материалов.  
 
 
 
 
Следующий важный вопрос, который связан с динамикой 
структурно-сложных частиц, касается их поведения во внешних полях. 
Для того чтобы исследовать его, прежде всего нужно обобщить 
структурно-сложные частицы на случай заряженных частиц. 
Естественно начать с простого случая такой частицы с одной внутренней 
степенью свободы. При этом существуют разные варианты введения 
заряженной компоненты такой частицы. Далее обсудим это более 
детально. Рассмотрим движение структурно-сложной частицы с одной 
внутренней степенью свободы в постоянном электрическом поле E . 
Предположим, что заряд q  имеет только внутренняя частица, 
а оболочка нейтральна или незаряжена. Пусть оболочка частицы – это 
цилиндр длиной L  с закрытыми торцами, имеет массуM  (см. рис. 14). 
Внутри оболочки свободно движется внутренняя частица массыm . Для 
описания общих закономерностей движения такой частицы используем 
биллиардный подход [24]. Начнем с уравнений движения для 
внутренней частицы и оболочки: 
1 2, 0mx Eq Mx  ,                                     (9.1) 
где 1x  — координата внутренней частицы, а 2x  — координата положения 
центра ее оболочки. Далее перейдем к новым координатам 1 1x mx  и 
2 2x M x , которые далее будем называть биллиардными. Уравнения 
движения в биллиардных координатах принимают вид 
1 2, 0mx qE M x  .                                (9.2) 
Рассмотрим конфигурационное пространство структурно-сложной 
частицы. Ясно, что все возможные состояния такой системы опреде-
ляются неравенством 
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1 2
2
x x L
m M
 , 
которое означает, что внутренняя частица не может выйти за пределы 
оболочки. Легко понять, что конфигурационное пространство состояний 
такой системы – это полоса шириной L , показанная на рис. 15. Эта 
полоса наклонена по отношению к оси 1x  под углом  , который 
определяется отношением масс оболочки и внутренней частицы как 
M
tg
m
  . 
В биллиардных координатах отражение траектории от стенок 
эффективного бильярда в полосе или от границ конфигурационного 
пространства будет абсолютно упругим. Это означает, что угол 
отражения траектории от границы будет равен углу падения. Физически 
это легко объяснить. Дело в том, что законы столкновения масс 
локальны и не зависят от наличия или отсутствия поля. Поэтому 
доказательство в биллиардных координатах факта равенства угла 
падения углу отражения повторяет доказательство в случае отсутствия 
электрического поля [1]. 
Таким образом, движение оболочки и частицы, согласно 
уравнениям (9.2), определяют параметрически, некоторую кривую
1 2( ( ), ( ))x t x t  в конфигурационном пространстве – до момента дости-
жения ею границы этого пространства (см. рис. 24). После этого 
происходит, согласно законам столкновения масс оболочки и внутренней 
частицы, изменение их скоростей.  
Используя их как начальные условия при решении уравнений (9.2), 
снова получим параметрически заданную кривую (см. рис. 24). В этих 
координатах закон отражения кривой от границы совпадает с абсолютно 
упругим отражением ее от границы (см. рис. 24). Это означает, что 
движение структурно-сложной частицы с одной внутренней степенью 
свободы в постоянном электрическом поле эквивалентно движению 
заряженной точечной частицы биллиарда в постоянном электрическом 
поле, направленном вдоль оси 1x . Нетрудно понять, что аналогично 
к биллиардам сводится и движение структурно-сложных частиц с любым 
числом внутренних степеней свободы. При этом конфигурационное 
пространство такого биллиарда имеет призматическую форму 
в размерности пространства, равной 1N  , где N  – число внутренних 
степеней свободы. Траектория биллиардной частицы в таком биллиарде 
определяется движением заряженной точеченой частицы, которая 
движется в постоянном электрическом поле, имеющем отличные от нуля 
компоненты вдоль осей координат, определяемых заряженными 
внутренними степенями свободы.  
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Рис. 23. Схематическое устройство 
структурно-сложной частицы, 
движущейся в постоянном 
электрическом поле E . Внутренняя 
частица с зарядом q  имеет массу m . 
Оболочка нейтральна с массой M . 
Скорость оболочки обозначена U ,  
а внутренней частицы – V  
 
Рис. 24. Изображено 
конфигурационное пространство 
структурно-сложной частицы. 
Достижение траекторией нижней 
границы означает столкновение 
внутренней частицы с правой стенкой 
оболочки. Достижение верхней 
границы соответствует ее 
столкновению с левой стенкой 
оболочки. Направление 
электрического поля также показано 
на рисунке 
 
 
 
 
Рассмотрим движение заряженной структурно-сложной частицы в 
рамках биллиардной идеологии. Основное внимание в этом разделе 
сосредоточим на эволюции скоростей оболочки и внутренней степени 
свободы. Описание скоростей удобно осуществить, переходя к дискретному 
времени. Дискретизация достигается определением или фиксацией 
скоростей сразу после столкновения траектории с границами биллиарда. 
Между столкновениями изменение скоростей тривиально. Скорость 
оболочки сохраняется, а скорость заряженной частицы меняется 
равноускоренно. В таком дискретном времени законы изменения 
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скоростей можно описать с помощью отображений. Для вывода такого 
отображения используем скорости элементов сразу после n  отражения от 
границы и установим скорости элементов структурно-сложной частицы 
после следующего 1n  отражения от границы биллиарда. Детальные 
вычисления можно найти в работе [24]. Попутно вычисляются и времена 
между столкновениями. При заданном направлении электрического поля 
и знаке заряда существует два режима движения. Один из них 
соответствует столкновению биллиардной траектории, например, только с 
нижней границей биллиарда, а второй — с верхней и нижней границей 
биллиарда. Ясно, что вид отображений в этих случаях будет различным. 
Начнем с более сложного случая столкновения биллиардной траектории с 
обеими границами биллиарда. Этот режим реализуется при выполнении 
условия  
2
2n nU V qEL
mM m
 
  
 
, 
которое означает, что кинетическая энергия относительных движений 
должна превышать потенциальную энергию заряженной внутренней 
частицы в постоянном электрическом поле. Для построения полного 
отображения нужно получить отображение для скоростей всех 
компонент при отражении от верхней и от нижней границ. Следуя 
работе [24], приведем эти отображения. Так, закон преобразования 
скоростей при столкновении с верхней границей биллиарда имеет вид 
2
1
( ) 2n n
n n
U Vm m m M qEL
V U
m M mM M m

 
    
  
, 
2
1
2 2n n
n n
U Vm M qEL
U U
m M mM m

 
    
  
 .         (10.1) 
Полученное нелинейное отображение определяет преобразование 
скорости  ( , ),n nV U  которое имеет структурно-сложная частица непо-
средственно после столкновения с нижней границей, в значения 
скоростей 1 1 ( , )n nV U   сразу после столкновения с верхней границей 
биллиарда. После этого траектория снова достигает нижней границы 
биллиарда.  
Приведем теперь вид отображения при отражении от нижней 
границы: 
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2
1 1
2 1
( ) 2n n
n n
U Vm m m M qEL
V U
m M mM M m
 
 
 
    
  
, 
2
1 1
2 1
2 2n n
n n
U Vm M qEL
U U
m M mM m
 
 
 
    
  
.       (10.2) 
Таким образом, эволюция скоростей в дискретном времени 
определяется последовательным применением нелинейных отобра-
жений (10.1) и (10.2). Эти отображения описывают изменение скоростей 
в режиме, когда биллиардная траектория последовательно отражается 
то нижней, то верхней границ биллиарда. Условия реализации такого 
режима обсуждались выше. Физически это означает, что внутренняя 
частица последовательно сталкивается то с левой, то с правой границей 
оболочки. 
Однако, как отмечалось выше, такой режим движения не 
единственный. Существует режим движения, при котором внутренняя 
частица сталкивается только с одной стороной границы оболочки, или в 
биллиардной идеологии только с одной границей биллиарда. Такой 
режим реализуется, если 
2
2n nU V qEL
mM m
 
  
 
. Смысл этого условия 
обсудим детально в следующем разделе. Рассмотрим теперь, как 
преобразуются скорости в этом режиме. Вывод этого отображения 
достаточно прост.  
Пусть на некотором шаге эволюции траектория отразилась от 
нижней границы. Сразу после отражения скорости внутренней частицы 
и оболочки равны  ( , )n nV U  в биллиардных переменных. 
Точка отражения 10 20( , )x x  лежит на нижней границе биллиарда 
20 10
2
x x L
M m
  . После этого траектория не достигает верхней границы, 
а падает на нижнюю границу биллиарда. Другими словами, в момент 
столкновения с нижней границей координаты удовлетворяют уравнению 
2 1( ) ( )
2
x t x t L
M m
  . 
Используя законы движения, легко найти время столкновения из 
этого уравнения: 
2 n n
c
U Vm
t
Eq M m
 
  
 
. 
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После этого легко найти скорости оболочки и частицы в момент 
столкновения: 
   ( 0) 2c c n n n
Eq m
V t t V U n V
m M
      
( 0)c nU t U  . 
Используя законы преобразования скоростей при столкновении с 
границей биллиарда, перейдем к скоростям 1 ( 0)n cV V t   , 
1 ( 0)n cU U t    сразу после столкновения с нижней границей [24]: 
1
2
( )
n n n
m m M m
V U V
m MM m M


 

, 
1  
2
 
3
n n n
m M mM
U U V
m M m M


 
 
 .                        (10.3) 
Так как в этом режиме столкновения всегда происходят с нижней 
границей биллиарда, то это отображение полностью описывает 
изменение скоростей в дискретном времени. Интересно отметить, что 
в это отображение не входит электрическое поле явно. Разумеется, это не 
означает отсутствие влияния электрического поля. Его влияние 
сказывается на шаге дискретизации. 
 
 
 
Рис. 25. Слева показан типичный характер изменения скорости оболочки и 
внутренней частицы в режиме, когда столкновения происходят с обеими 
границами оболочки. Справа в режиме, когда внутренняя частица сталкивается 
только с одной границей оболочки. Жирной линией показано изменение 
скорости оболочки, тонкой — внутренней частицы. Точечная линия, для 
сравнения, демонстрирует ускорение бесструктурной частицы с зарядом q   
и массой m M  в таком же электрическом поле, а ее начальная скорость 
выбрана 1V  
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После вывода законов эволюции в биллиардных координатах 
можно вернуться и к исходным координатам. Нетрудно записать 
отображения (10.1) и (10.2), соответствующие режиму столкновений с 
обеими стенками, в исходных координатах как 
2
1
2
( )n n n n
m M qEL
V U U V
m M m


   

, 
2
1
2 2
( )n n n n
m qEL
U U U V
m M m
    

, 
2
2 1 1 1
2
( )n n n n
m M qEL
V U U V
m M m
   

   

, 
2
2 1 1 1
2 2
( )n n n n
m qEL
U U U V
m M m
      

.                (10.4) 
Отображения, соответствующие режиму отражения только от 
одной границы биллиарда, в этих координатах принимают вид 
1
2
n n n
m m M
V U V
m M m M


 
 
, 
1
3 2
n n n
m M m
U U V
m M m M


 
 
.                            (10.5) 
Еще одна форма этих отображений удобна для интерпретации 
поведения структурно-сложной частицы. Это переход к физически 
важным координатам, соответствующим скорости движения центра масс 
( ) / ( )n n nC mV MU m M    структурно-сложной частицы и относи-
тельной скорости n n nR U V  . Отображения (10.5) в этих переменных 
принимают более простой вид 
2
1
2
n n
qEL
R R
m
    , 
2
2 1
2
n n
qEL
R R
m
   , 
1 1( )n n n n
m
C C R R
m M
   

, 
2 1 1 2( )n n n n
m
C C R R
m M
     

.                       (10.6) 
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Легко заметить два важных свойства этих отображений. Прежде 
всего поведение относительных скоростей не зависит от скорости центра 
масс. Кроме этого можно заметить, что композиция 2 1n nR R I    дает 
тождественное отображение. Это означает, что величина относительной 
скорости после отражения от фиксированной стенки не меняется. 
Другими словами, если связывать относительную скорость с тепловой 
скоростью внутренних степеней свободы, можно сказать, что нагрев 
внутренней степени свободы такой структурно-сложной частицы не 
происходит. А увеличение скорости центра масс происходит пропор-
ционально сумме относительных скоростей при столкновении 
с противоположными концами оболочки 1( )n nR R  . 
В этом смысле последнее отображение из отображений (10.6) 
лишнее и полностью совпадает с предшествующим ему. 
Наконец, отображения (10.3) переходят в 
1n nR R  , 
1
2
n n n
m
C C R
m M
  

.                                    (10.7) 
Поведение структурно-сложной частицы при реализации 
столкновений только с одной из границ оболочки описывается особенно 
просто. Действительно, как следует из отображений (10.7), относи-
тельная скорость в моменты столкновений оболочки и внутренней 
частицы не меняется. С физической точки зрения это означает 
отсутствие «нагрева» внутренней степени свободы. 
Скорость центра масс монотонно нарастает при каждом 
столкновении. Скорость центра масс при каждом столкновении увеличи-
вается на постоянную величину, пропорциональную относительной 
скорости. Зависимость от времени скоростей внутренней частицы и 
оболочки легко восстанавливается по данным отображений. На рис. 25 
приведены примеры изменения скоростей в обеих режимах. 
 
 
 
 
При изучении движения лучей в биллиардах один из наиболее 
эффективных и широко используемых приемов был предложен 
Шварцем (см. рис. 26). Он основан на идее спрямления биллиардной 
траектории [8] или в переходе от движения в биллиарде к свободному 
движению луча в пространстве без границ.  
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Разумеется, такую идеологию удобно использовать и при 
обсуждении движения структурно-сложной частицы в постоянном 
электрическом поле. Однако для этого не достаточно отразить биллиард 
относительно границы, на которую падает траектория. Кроме этого, нужно 
еще обобщить прием Шварца и изменить подходящим образом вид 
электрического поля в отраженном биллиарде. Поэтому правильное 
продолжение траектории в отраженном биллиарде предполагает 
и правильное изменение потенциала электрического поля. В результате 
появляется возможность ввести общий потенциал, движение в котором 
и будет описывать такую траекторию уже во всем пространстве без 
отражений от границ полосы. Электрическое поле такого потенциала 
будет скачкообразно меняться при переходе из полосы в полосу 
(см. рис. 28). В определенном смысле этим достигается переход 
к свободному движению в определенном поле. 
 
 
Рис. 26. Показан прием спрямления траекторий, предложенный Шварцем  
для обычных биллиардов. Жирной линией отмечена граница биллиарда,  
на которую падает луч 
 
Для реализации этой возможности предварительно удобно 
перейти к новой системе координат, в которой границы биллиарда 
параллельны одной из осей координат. Такой переход не принципиален, 
а просто упрощает последующие вычисления. Напомним, что угол, под 
которым наклонена полоса, обозначен на рис. 24 как   и определяется 
отношением масс согласно соотношению 
M
tg
m
   ( cos
m
m M
 

, 
а sin
M
m M
 

). Поэтому перейдем к новой системе координат  
1 1 2cos siny x x   , 
2 1 2sin cos ,y x x                                    (11.1) 
повернутой на угол   относительно исходной, и запишем уравнения 
движения в новых координатах  1 2,y y  
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1 cos
Eq Eq
y
m m M
 

, 
 
2 sin
Eq Eq M
y
m m m M
   

 .                  (11.2) 
Далее обозначим d  — ширину полосы, которая определяется 
соотношением 
mM
d L
m M


. Обратим внимание, что в этой системе 
координат электрическое поле имеет составляющие вдоль обеих осей 
координат ( / , / )E mE m M mME m M    . В этих координатах 
конфигурационное пространство устроено исключительно просто и 
приведено на рис. 24. Дополнительное преимущество этих координат 
связано с их физическим смыслом. Обсудим теперь физический смысл 
скоростей 1y  и 2y  в новых координатах.  
1 1 2cos siny x x   , 
2 1 2sin cosy x x    . 
Используем далее связь масс с углом наклона полосы в исходном 
конфигурационном пространстве cos
m
m M
 

, а sin
M
m M
 

, и 
преобразуем эти выражения к удобному виду 
 1 2,
mV MU mM
y y U V
m Mm M

  

.                (11.3) 
Таким образом, скорость вдоль координаты 1y  пропорциональна 
скорости центра масс, 1
y mV MU
V
m Mm M

 

 — скорость центра масс. 
Скорость 2y  пропорциональна относительной скорости, 
2 T
m M
U V y V
mM

   , которой можно придать смысл температурной 
скорости. При этом такой же физически удобный смысл приобретают 
и новые координаты 
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1 2
1
mx Mx
y
m M



, 
 2 2 2
mM
y x x
m M
 

                             (11.4) 
как координата центра масс и относительная координата оболочки и 
внутренней частицы. Разумеется, с точностью до постоянного множителя. 
В введенных координатах уравнение движения вдоль оси 1y  не 
ограничено границами. Поэтому уравнение движения вдоль нее может 
быть проинтегрировано в силу независимости от поперечных движений. 
В поперечном направлении столкновения с границами неизбежны, 
и интегрирование уравнения движения должно учитывать наличие 
границ. 
 
 
Рис. 27. Слева показан биллиард в выбранной системе координат 
1 2( , )y y    и 
несколько сегментов траектории. Справа — результат спрямления траектории, 
приведенной слева. Хорошо заметно смена характера движения из-за изменения 
направления вертикальной компоненты электрического поля 
 
Проинтегрируем уравнения (1.42) по времени и получим 
1 1 0 10|t
Eq Eq
y t y t v
m M m M
   
 
, 
   
2 2 0 20|t
Eq M Eq M
y t y t v
m m M m m M
     
 
, 
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где 10v  и 20v  — соответствующие начальные скорости, естественно 
в системе координат 1 2( , )y y . Повторное интегрирование приводит 
к решениям вида 
2
1 10 10
2
Eq t
y v t y
m M
  

 ,                                 (11.5) 
 
2
2 20 20
2
Eq M t
y v t y
m m M
   

. 
Характерный вид участка траектории 1 2( ( ), ( ))y t y t , начи-
нающийся на нижней границе конфигурационного пространства до 
достижения верхней границы, приведен на рис. 24. Разумеется, на нем 
приведена точная траектория для выбранных определенных значений 
характеристик электрического поля и структурно-сложной частицы. 
Теперь достаточно очевидно, что, перекладывая полосу, как и в 
обычном биллиарде, нужно одновременно изменить и электрическое 
поле. Ясно, что в выбранной системе координат при переходе из полосы 
в полосу вертикальная составляющая поля должна менять знак, а 
горизонтальная компонента поля не меняется. Поэтому горизонтальная 
компонента скорости и изменение координаты 1( )y t  глобально описы-
ваются едиными соотношениями, приведенными выше. Нетривиальным 
изменениям при «спрямлениии» подвергается только вертикальная 
компонента скорости и координаты. Фактически ее можно описывать в 
точности как движение заряженной частицы в пилообразном 
потенциале (см. рис. 28). Таким образом, задача о движении в таком 
биллиарде сводится к движению заряженной частицы в безграничном 
пространстве, но в потенциале определенного вида. По переменной 1y  
потенциал линейная функция 1y , а по поперечной координате 2y  
периодическая пилообразная функция, как на рис. 28. Переход от 
безграничной к исходной задаче в биллиарде сводится к складыванию 
траектории. Например, траектория, показанная на рис. 24, после 
спрямления принимает вид, как показано на рис. 24 справа. Уже исходя 
только из вида потенциала, можно установить ряд качественных 
выводов о характере движения. Прежде всего все траектории такой 
системы относятся к инфинитным, по крайней мере по направлению 1y . 
Более того, движение центра масс структурно-сложной частицы 
происходит равноускоренно с ускорением, равным 
qE
m M
, 
в соответствии с точным решением (11.5). Другими словами, ускорение 
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центра масс такой структурно-сложной частицы происходит в точности 
как у бесструктурной точечной частицы с массой m M . Однако 
внутренняя структура частицы должна проявляться в характере смены 
направления движения центра масс при противоположных 
направлениях начальной скорости центра масс и направления действия 
электрического поля. Кроме этого в таком потенциале могут 
реализоваться два качественно различных режима в направлении оси 
2y  или «температурной» скорости. Эти режимы принято называть как 
режим захваченных частиц и режим пролетных. Приведенный пример 
траектории на рис. 24 соответствует пролетной частице. Режим 
движения, соответствующий захваченной частице, выглядит совершенно 
иначе (см. рис. 30). 
Для описания режимов движения перейдем от качественного 
описания поведения к точным количественным решениям [24]. 
Естественно, для этого достаточно получить решение для эволюции 
координаты 2y  в пилообразном потенциале. 
 
 
Рис. 28. Характерный вид потенциала электрического поля при использовании 
обобщенного «спрямления» траекторий 
 
Возвращаясь к уравнению (11.2), запишем его в удобной форме 
 
2
2
2
( )y
y
y

 

 .                                    (11.6) 
Здесь 2( )y — потенциал электрического поля (см. рис. 28), который 
определяется выражением 
2 2
2
2 2
1 1 1
( ( ) ) if even ( ) ( )
2 2 2
( )
1 1 1( )
(( ) ) odd ( ) ( )
2 2 2
y n d n n d y n d
qE M
y
m m M
n d y n n d yf n di


     
 
       

. 
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Таким образом, остается найти движение заряженной частицы 
в пилообразном электрическом потенциале. Максимальное значение 
электрического потенциала 
max
M
EqL
m M
 

.  
Интегрирование этого уравнения приводит к закону сохранения 
энергии в виде 
 
2
2 2( )y y const   .                             (11.7) 
Этот закон сохранения позволяет сразу установить фазовый 
портрет для этого уравнения (см. рис. 29). 
 
 
Рис. 29. Фазовый портрет уравнения (\ref{x}). Замкнутые траектории в фазовом 
пространстве соответствуют захваченным режимам, верхняя и нижняя 
траектория — пролетным режимам 
 
Естественно, траектории движения делятся на два класса – 
захваченные и пролетные – в соответствии с величиной кинетической 
энергии по отношению к максимальному значению электрического 
потенциала. В обоих режимах скорость меняется периодически от 
минимального до максимального значения. В пролетном случае период 
пролета над ямой легко вычислить: 
  
2 2
0 0 0 0
2 Eq
m
m
T U V V U L
Eq
     
  
,              (11.8) 
здесь 0V  и 0U  – скорости после столкновения с правой стенкой в момент 
времени 0t  . Так же легко получить изменение скорости в пролетном 
режиме как 
 
 
 
     
0 0
2
2
0 0 0 0
1
,
2
( )
2 1
2 , 1
2
Eq t nT
U V nT t n T
mmM
y t
m M Eq t nT EqL
U V U V n T t n T
m m
  
      
 
 
               
. (11.9) 
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Используя полученное решение и решение (11.5), легко получить 
соответствующие отображения для скоростей, полученные в предыдущем 
разделе. 
Перейдем теперь к случаю, когда начальной энергии частицы не 
хватает, чтобы долететь до левого края оболочки, т.е. к захваченному 
режиму (см. рис. 30). Решение (11.5) для 1y  не изменится, изменится 
только вид решения для 2y . Для периода движения в яме имеем: 
 0 0
1
2m U V
T
Eq

  ,                               (11.10) 
и соответственно, для координаты 2y  и скорости вдоль этого направ-
ления получим 
 
     
2
2
0 0 1 1
2
0 0 0 0 1 1
1
, ( )
21
( )  
2 1 1
3 , 1 .
2
Eqt m
U V nT t n T
m EqmM
y t
m M Eqt Eqt
U V U V T n t n T
Eqm m m

    

 
                        
 
 (11.11) 
   
1 1
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0 0 1 1
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2
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1
2 1
2
Eqt
nT t n T
mmM
y t
m M Eqt
U V n T t n T
m
if
  
   
  
 
           
. (11.12) 
 
 
Рис. 30. Слева траектория в биллиарде, соответствующая захваченному режиму 
по направлению оси 2y . Справа эта же траектория после применения 
«спрямления» 
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Из этих соотношений легко получить приведенные выше отобра-
жения для скорости центра масс и относительной скорости, соответст-
вующие этому режиму. 
Легко установить, что  
 ˆdet 1A  .                                       (11.13) 
Перемножая эти матрицы, можно установить полезное свойство 
((2 1) ) 2
( ) ( )
2 ((2 1) )
( ) ( )
n
n m M nm
m M m M
A
nm n m M
m M m M
   
  
 
  
   
. 
Это свойство позволяет легко установить закон изменения 
скорости в виде 
0 0
((2 1) ) 2
( ) ( )
n
n m M nm
V V U
m M m M
 
  
 
, 
0 0
2 ((2 1) )
( ) ( )
n
nm n m M
U V U
m M m M
 
  
 
. 
Кажется довольно странным, но преобразование скоростей не 
зависит от величины поля. На самом деле зависимость от величины 
поля присутствует в величине временного шага между столкновениями. 
Таким образом, сколь бы малым ни было поле, оно кардинально 
влияет на характер движения. Эти формулы удобно записать и в другом 
наглядном виде 
0 0 0
2
( )
( )
n
m
V n V U V
m M
   

, 
0 0 0
2
( )
( )
n
m
U n V U U
m M
   

. 
Из них следует сохранение относительной скорости 
0 0n nV U V U    и «квант» скорости, на который увеличиваются 
скорости оболочки и внутренней частицы – один шаг по времени. 
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Переход к биллиардной идеологии для структурно-сложной 
частицы с одной степенью свободы только упрощал рассмотрение. 
С ростом числа внутренних степеней свободы значение биллиардного 
подхода возрастает и получение результатов без его использования 
становится невозможным. Рассмотрим структурно-сложную частицу 
с двумя внутренними степенями свободы (см. рис. 31). 
 
 
 
Рис. 31. Структурно-сложная частица с двумя внутренними степенями свободы. 
Скорости внутренних частиц 1V  и 2V  соответственно 
 
Конфигурационное пространство такой частицы определяется 
неравенствами 
1 3| |
2
L
x x  , 
2 3| |
2
L
x x  . 
Эти неравенства означают невозможность выйти внутренним 
частицам за пределы оболочки (координаты центра оболочки 
обозначены как 3x , а ее массу удобно обозначать как 3m ).  
Еще одно неравенство 2 1x x  отражает невозможность 
прохождения одной частицы сквозь другую. Переход к биллиардным 
координатам осуществляется стандартным способом. Так, 
1 1 1x m x , 
2 2 2x m x  и наконец 3 3x M x . В этих координатах конфигу-
рационное пространство принимает вид внутренности трехгранной 
призмы (см. рис. 32). Действительно, образование треугольной призмы 
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пересечением трех плоскостей, согласно аналитической геометрии [25], 
происходит, когда определитель, составленный из коэффициентов, 
определяющих уравнения трех плоскостей, должен обращаться в нуль. 
 
 
 
Рис. 32. Конфигурационное пространство структурно-сложной частицы  
с двумя внутренними степенями свободы 
 
При этом строки не должны быть пропорциональны. В рассмат-
риваемом случае, записывая уравнения плоскостей в биллиардных 
координатах, получим определитель в виде 
1 3
1 1 1
2 2 2
2 3
3 3 3
1 2
1 1
0
1 1
0 0
1 1
0
m m
A B C
A B C
m m
A B C
m m

  

. 
Его обращение в нуль очевидно. Здесь и далее для уравнений 
1 2 3 0,Ax Bx Cx D     определяющих плоскости, используются стандарт-
ные обозначения коэффициентов. Тогда критерий формирования 
плоскостями треугольной призмы сводится к необращению в нуль по 
крайней мере одного из определителей [25] 
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3
, ,
A B D A C D B C D
A B D A C D B C D
A B D A C D B C D
. 
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В этом легко убедиться непосредственной подстановкой значений 
коэффициентов. Для дальнейшего важно установить направление оси 
этой призмы. Это направление определяется вектором 1 2 3( , , )     
(см. например [25]), который имеет компоненты 
1 1 1 1 1 1
1 2 3
2 2 2 2 2 2
, , .
B C C A A B
B C C A A B
      
Учитывая, что 1
1
1
A
m
 , 1 0B  , 1
3
1
C
m
  , а  2 0A  , 
2
2
1
B
m
 , 2
3
1
C
m
  , и наконец 3
1
1
A
m
 , 3
2
1
B
m
 , 1
3
1
C
m
  , 
координаты этого вектора легко вычисляются 
2 3 1 3 1 2
1 1 1
, ,
m m mm mm

 
  
 
 
, 
или единичный вектор 
1 2 3
1 2 3 2 3 1 3 1 2
1 1 1
, ,
| |
mm m
m m m m m mm mm



 
   
    
. 
Этот вектор определялся направлением линии пересечения 
первых двух плоскостей. Естественно, определение его по пересечению 
другой пары плоскостей дает то же направление. Таким образом, 
направление оси треугольной призмы определяется только массами 
внутренних степеней свободы и оболочки. После выяснения 
геометрического устройства границы биллиарда перейдем к обсуждению 
движения структурно-сложной частицы. 
Движение внутренних частиц и оболочки теперь можно 
рассматривать как движение некоторой одной фиктивной частицы с 
координатами 1 2 3 ,  ( , )x x x  в биллиарде указанного выше типа. На 
характер движения этой эффективной частицы действует электрическое 
поле. Перейдем к обсуждению влияния поля на эту частицу. Пусть в 
случае общего положения внутренние частицы обладают зарядами 1e , 
2e , а оболочка зарядом 3e . Тогда изменение координат эффективной 
частицы до столкновения с границей происходит согласно уравнениям 
2 2
1 1
1 10 10 10 10
1
 
 
2
 
2
e Et e E t
x V t x V t x
mm
      , 
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где постоянное эффективное электрическое поле имеет отличными от 
нуля все компоненты 
1 2 3 ( , ) ,E E E E , 
которые определяются следующим образом: 
1
1
1
e m
E E
e m
 , 
2
2
2
e m
E E
e m
  и 33
3
e m
E E
e m
 , а e  и m  произвольно выбранные 
отличные от нуля эталонный заряд и масса соответственно. В частности 
их можно выбрать единичными. Направление и величина поля зависят 
от величин и знаков зарядов, входящих в структурно-сложную частицу 
частиц. Начальные скорости 
10 1 10V m V , 20 2 20V m V , 30 3 30V m V  
и начальные координаты 
10 1 10x m x , 20 2 20x m x , 30 3 30x m x . 
Начальные координаты 10 20 30( , , )  x x x  удобно выбрать принадлежащими 
границе биллиарда, хотя это и не важно. Важно, что движение 
«частицы» происходит во внутренней области биллиарда. Таким 
образом, движение структурно-сложной частицы с двумя внутренними 
степенями свободы сводится к движению одной заряженной частицы в 
указанном выше биллиарде с зеркальным отражением от границ 
(см. например [24]) и помещенном в определенное постоянное 
электрическое поле. Величина и направление этого эффективного поля 
зависит не только от величины внешнего электрического поля, но и от 
масс и зарядов внутренних степеней свободы и оболочки. 
Аналогично можно доказать, что структурно-сложная частица с 
любым числом внутренних степеней свободы и с произвольным 
распределением зарядов сводится к многомерному биллиарду с одной 
заряженной частицей, помещенной в постоянное электрическое поле. 
Форма биллиарда определяется пересечением заданных плоскостей в 
пространстве соответствующей размерности и сводится к определенному 
типу многогранников. В принципе уже такое представление позволяет 
качественно понять многое в поведении структурно-сложной частицы. 
Перейдем теперь к выяснению динамических свойств частицы, 
движущейся в таком биллиарде. Прежде всего обратим внимание, что 
движение эффективной частицы можно разложить на две компоненты. 
Это движение вдоль оси биллиарда и поперечные к ней. Ясно, что 
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продольное движение не связано со столкновением частицы со стенкой и 
является просто равноускоренным движением. Это означает, что 
продольная скорость V V  ‖  растет пропорционально времени 
1 2 3 31 2
0
1 2 3 2 3 1 3 1 2
  
mm m VV V e
V E t V
m m m mm m mm mm
 
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‖ ‖ ‖ , 
здесь E E  ‖ , 00V V ‖  — начальная продольная скорость 
1 2 3 31 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2
mm m EE E
E
m m m m m mm mm
 
   
    
‖ , 
а изменение координат в продольном направлении определяется 
соотношением 
2
0 0
2
   
e t
x x E V t x
m
    ‖ ‖ ‖ ‖ . 
Таким образом, сразу обнаруживается первый частный режим 
движения. Этот режим реализуется при равенстве нулю начальной 
поперечной скорости V   к оси призмы и отсутствии эффективного 
электрического поля в поперечном направлении 0E  . При 
выполнении этих условий частица движется равноускоренно вдоль оси 
призмы, не испытывая столкновений с границей биллиарда. Для 
структурно-сложной частицы это означает отсутствие взаимодействия 
между ее компонентами. Это самый простой режим движения. 
Изменение скоростей и координат эффективной частицы определяется 
приведенными выше соотношениями. Ясно, что при наличии сколь 
угодно малой начальной поперечной скорости или малого поперечного 
поля этот режим разрушается.  
Для описания других режимов удобно перейти в равноускоренную 
систему отсчета, движущуюся в продольном направлении со скоростью 
V‖ . В этой системе отсчета 0V ‖  и 0x ‖ . Переход в такую систему 
отсчета геометрически означает выбор определенного сечения призмы 
плоскостью 0x ‖ . Уравнение этой плоскости 
1 2 3 31 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2
0
mm m xx x
x
m m m m m mm mm

 
     
    
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Рис. 33. Показан вид сечения призмы плоскостью 0x ‖  при значениях масс
1 1m  , 2 2m  , 3 3m   и 2L  . Область треугольного биллиарда окрашена 
серым. Направление эффективного электрического поля  E  показано вектором 
при  
1 1e  , 2 2e   и 3 2e    
 
Таким образом, достаточно следить за проекцией траектории 
эффективной частицы на это сечение. Сечение треугольной призмы 
такой плоскостью приводит к треугольному биллиарду (см. рис. 33). 
Точные координаты вершин треугольника легко вычисляются явно. Они 
зависят только от масс и размера L . Другими словами, для описания 
всех режимов движения достаточно изучить движение заряженной 
частицы в треугольном биллиарде под действием постоянного электри-
ческого поля E . Однако исследование таких движений в теории 
биллиардов пока отсутствует. Ниже обсудим качественные черты 
возможных режимов. 
Начнем с обсуждения движения заряженной частицы под 
воздействием постоянного электрического  поля в угле. Для обычного 
углового биллиарда доказана теорема о неизбежном выходе частицы из 
угла. Эта замечательная теорема и ее обобщения на многомерные углы 
была доказана Синаем [15]. В случае наличия электрического поля эта 
теорема нарушается при наличии компоненты силы, действующей на 
частицу в направлении вершины угла. Для того чтобы понять это, 
начнем с простого угла, кратного .  Пусть в угол величиной / 4  
помещена положительно заряженная частица, имеющая некоторую 
начальную скорость. Выберем направление электрического поля 
параллельно одной из сторон треугольника (см. рис. 34). 
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Рис. 34. Слева показан биллиард в форме угла, равного  / 4 , и направление 
электрического поля в нем. Справа показана область движения частицы и 
направления электрического поля после применения «спрямления»  
траектории с использованием обобщенного приема Шварца 
 
Используя обобщение приема Шварца, можно понять, что 
движение заряженной частицы в угле эквивалентно движению на 
плоскости в определенном электрическом поле (см. рис. 34). Учитывая, 
что величина поля постоянна, легко установить вид потенциальной 
энергии, в которой движется заряженная частица (см. рис. 35). После 
этого становится очевидным, что движение заряженной частицы в такой 
потенциальной яме ограничено начальной энергией частицы. Все 
траектории движения частицы финитные и квазипериодические или 
периодические. Это означает, что частица не выйдет из угла ни при 
каких начальных условиях. Интересно отметить, что траектории 
движения в этом потенциале находятся точно аналитически и, как легко 
понять, складываются из частей парабол. Совершенно аналогично 
можно доказать отсутствие вылета из углов, кратных  . В этом случае 
потенциальная энергия усложняется, увеличивается число граней 
соответствующей пирамиды, а также меняются углы расположения 
граней. Однако важно только наличие компоненты силы, действующей 
на заряженную частицу в направлении вершины угла. Разумеется, при 
направлении силы, действующей на частицу от вершины угла, ее выход 
из угла неизбежен как и при отсутствии поля. В этом случае яма 
превращается в барьер, «скатывание» с которого ускоряет выход из угла. 
В этом случае можно сказать, что барьером ограничен вход в угол. 
Интересно заметить, что при увеличении электрического поля и 
следовательно увеличении угла наклона эффективного потенциала 
возникает своеобразный вторичный биллиард, который характеризует 
траектории в угле. Так, в рассмотренном выше примере при угле / 4  
задача, в нулевом приближении, сводится к движению частицы в 
квадратном биллиарде. Все типы траекторий такого биллиарда 
достаточно хорошо изучены [6]. Топологическая энтропия такого 
биллиарда равна нулю [26]. Хаотические траектории отсутствуют. Учет 
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наклона потенциальной ямы в следующем приближении ведет к мягким 
биллиардам [27]. Отличие таких биллиардов состоит в характере 
отражения, состоявшего в наличии дуги в точке отражения, а не излома 
траектории — согласно закону угол падения равен углу отражения. 
Таким образом, для описания движения заряженной частицы в угле и 
постоянном поле можно использовать обычные биллиарды в много-
угольниках без внешних полей. 
 
 
 
Рис. 35. Вид потенциальной энергии для рассматриваемого выше случая 
 
 
 
 
Рассмотрим излучение, возникающее при движении заряженной 
структурно-сложной частицы в постоянном электрическом поле [28]. 
В качестве такой заряженной структурно-сложной частицы используем 
частицу, состоящую из нейтральной оболочки и заряженной внутренней 
частицы (см. рис. 23). Внутренняя частица движется свободно, сталки-
ваясь абсолютно упруго с оболочкой. Несмотря на простоту устройства 
такой частицы, результаты могут быть легко обобщены на более 
сложные случаи. 
Движение структурно-сложной частицы с заряженной внутренней 
частицей в постоянном электрическом поле подробно исследовано в 
разделе 10. Установлено, что такие частицы могут находиться в двух 
различных режимах движения. В первом режиме внутренняя частица 
периодически сталкивается лишь с одной стенкой оболочки, во втором 
режиме — попеременно с обеими стенками оболочки. Важно отметить, 
что в обоих случаях движение является периодическим. В первом случае 
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скорость внутренней частицы в моменты столкновения с оболочкой nt  
описывается простой формулой: 
0 0 0
2
( )n
m
V n U V V
m M
  

. 
Типичный график зависимости скорости оболочки и внутренней 
частицы от времени представлен на рис. 25. Период колебаний 
определяется соотношением (см. работу [24]) 
2
( )
m
U V
qE
   ,                                   (13.1) 
здесь U V  — разность скоростей оболочки и внутренней частицы в 
момент их столкновения, а E  — напряженность электрического поля и 
q  — заряд внутренней частицы. 
Детально рассматривая движение заряженной внутренней частицы, 
можно заметить, что оно представляет собой композицию равноускоренного 
движения и периодических столкновений с нейтральной оболочкой. 
Соответственно, суммарное излучение структурно-сложной частицы состоит 
из тормозного излучения и излучения равноускоренного разряда. 
Интерференция этих компонент будет приводить к возникновению 
излучения, обладающего специфическим спектром. 
В нерелятивистском случае излучение ускоренно движущегося 
заряда в телесный угол на определенной частоте описывается простой 
формулой: 
2 2
2
2 2
( )
sin
4
i tdI q ve dt
d c
 


 
. 
Угол   отсчитывается от направления движения заряда. Угловая 
зависимость 
2sin   является характерной для излучения заряда, 
движущегося с нерелятивистской скоростью. Такая зависимость 
означает, что излучение в основном происходит в плоскость, которая 
перпендикулярна к направлению движения частицы. Поскольку мы 
ограничиваемся случаем нерелятивистских скоростей, то для получения 
спектральной зависимости достаточно осуществить преобразование 
Фурье ускорения частицы ( )v t . 
Рассмотрим спектральное распределение излучения структурно-
сложной частицы, движущейся в постоянном поле в течение времени T . 
Учитывая, что ускорение внутренней частицы имеет периодическую 
компоненту с периодом , удобно выбрать общее время движения, 
кратное длительности этого периода T N . Движение внутренней 
частицы можно представить себе как равноускоренное движение 
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с последовательными ударами. Поэтому зависимость ускорения от 
времени имеет такой вид: 
0
( ) ( )
N
n
n
v t a v t t

    , 
где v  — скачок скорости внутренней частицы после столкновения с 
оболочкой, а nt n . Используя Фурье преобразование ( ) ( )a t v t , 
получим спектр излучения структурно-сложной частицы: 
2
2
2
2 2
00
( )
sin
4
n
T N
i ti t
n
dI q
ae dt v e
d c
 
 
 

 . 
Первое слагаемое соответствует излучению частицы, движущейся 
равноускоренно. Как обсуждалось, например в [30], такое излучение 
является трудно наблюдаемым. Действительно, при T   спектр 
излучения равномерно ускоренной частицы переходит в  -функцию. 
Иными словами, такое излучение будет сконцентрировано на очень 
низких частотах. Соответственно, эту компоненту можно исключить из 
рассмотрения. Суммирование вкладов от отдельных столкновений 
внутренней частицы с оболочкой легко выполняется, поскольку 
столкновения происходят через равные промежутки времени nt n . 
В результате спектр излучения приобретает такой вид: 
22 2 2
0 0
2 3 2
2 ( )( ) sin sin / 2
4 sin / 2
M U VdI q N
d c M m
  
 
 
  
  
. 
График типичного спектра излучения представлен на рис. 36. 
Легко убедиться, что максимальное значение мощности излучения 
достигается на частотах, кратных 0
0 02 2 ( )
qE
m U V
 



  

, и при этих 
частотах достигает величины 
2 2
2
2 2
sin
4
q
N
c


. Характерную ширину пиков 
  также легко оценить, и она совпадает с 
N



  . 
Таким образом, спектр оказывается сконцентрированным на 
основной частоте столкновений внутренней частицы с оболочкой и на 
кратных ей частотах. В полученной формуле амплитуда пиков на 
кратных гармониках остается постоянной с увеличением частоты. 
Подобная проблема наблюдается и при получении спектра тормозного 
излучения от отдельного столкновения. Решение этой проблемы лежит в 
обрезании спектра на некоторой частоте. Для одиночного столкновения 
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значение этой частоты определяется характерным временем соударения 
оболочки и внутренней частицы coll  [29]. Соответственно, и в случае 
заряженной структурно-сложной частицы линейчатый спектр излучения 
обрезается по таким же причинам на частоте ~1/max coll  . Обладая 
информацией о спектральном излучении структурно-сложной частицы, 
вычислим среднюю мощность излучения структурно-сложной частицы: 
2
2 2
2
3 3
2 2
( )
3 3
col col
comp col
col
q v q
P a
c c
 
    
 
  
 
, 
где cola  — ускорение внутренней частицы при столкновении с 
оболочкой. Чтобы сравнить, во сколько раз структурно-сложная частица 
является более эффективным излучателем, чем бесструктурная частица, 
достаточно сравнить полученную мощность с полной мощностью 
излучаемой бесструктурной частицей массы m M  и заряда q  в 
электрическом поле E . Эту мощность легко получить с помощью 
известной формулы Лармора [29]: 
22 2
2
3 3
2 2
3 3
solid
q q qE
P v
c c m M
 
   
 
. 
 
 
Рис. 36. Типичный спектр мощности излучения заряженной структурно-сложной 
частицы. 
0
2

   — частота соударения внутренней частицы с оболочкой 
 
Сравнивая полученные мощности излучения, можно оценить 
эффективность излучения структурно-сложной частицы по сравнению с 
бесструктурной. Действительно, их отношение определяется как 
2
0 02 ( ) ~
( / )
comp col
solid col col
P a U V
P qE m


  

  . 
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Более того, учитывая, что изменение скорости внутренней частицы 
за время удара сопоставимо с ее изменением за время между ударами, 
эффективность можно оценить простым соотношением 
~
col



. 
Обычно время столкновения внутренней частицы с оболочкой обычно 
очень мало по сравнению со временем между отдельными ударами о 
стенки. Поэтому структурно-сложная частица как излучатель оказывается 
на несколько порядков эффективнее бесструктурной частицы. 
Возвращаясь к зависимости периода от характерных параметров 
структурно-сложной частицы (13.1), следует отметить легкость 
управления спектром излучения структурно-сложной частицы путем 
изменения величины электрического поля. В этом смысле 
рассмотренная система обладает и дополнительным преимуществом, ее 
частота может быть выбрана в нужном для наблюдения диапазоне, 
выбирая подходящим образом величину поля или масс внешней и 
внутренних степеней свободы. В свою очередь, это дает возможность 
передачи более сложной информации с использованием частотной 
модуляции. Кроме этого, такую частицу можно использовать в качестве 
детектирующего устройства постоянных электрических полей. 
В более сложном случае столкновения внутренней частицы 
попеременно с обеими стенками оболочки в результирующую формулу 
для спектра мощности добавляется множитель, соответствующий 
интерференции между столкновениями с передней и задней стенками. 
Естественно, что этот множитель не зависит от частоты. Таким образом, 
вид спектра мощности остается прежним и в более сложном случае. 
В заключение следует отметить, что результаты, полученные в 
работе, предсказывают характерные особенности излучения структурно-
сложной частицы с заряженными внутренними степенями свободы при 
ее движении в постоянном электрическом поле. Такая система может 
рассматриваться как своеобразная наноантенна. Важным для этого 
является наличие взаимодействия между внутренними и внешней 
степенями свободы. В определенном смысле свойства такого излучения 
несут информацию о внутреннем устройстве структурно-сложной 
частицы. Учитывая, что с уменьшением размеров тел число внутренних 
степеней свободы уменьшается, следует ожидать появления таких 
свойств и эффектов у наночастиц общей природы. 
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В этом разделе введем более общие структурно-сложные частицы, 
чем были рассмотрены выше. Обобщим их на трехмерный случай [31]. 
Пусть внутри сферической оболочки находится N  шаров, которые могут 
упруго сталкиваться как друг с другом, так и с оболочкой (см. рис. 37). 
Частицы, заключенные в оболочку, играют роль внутренних степеней 
свободы. Для простоты будем предполагать, что сферическая оболочка 
радиуса 0R  и массы 0m  имеет нулевую толщину. Внутренние частицы 
радиусов 0iR R  обладают массами im . Индекс 1, ,i N   нумерует 
внутренние частицы. Обсудим возможность описания кинематики и 
динамики таких структурно-сложных частиц с помощью биллиардного 
подхода [6], [1]. В рамках такого подхода описание движения структурно-
сложной частицы и их столкновений определяется движением одной 
точечной частицы в многомерном биллиарде специальной формы. 
 
Рис. 37. Показано сечение структурно-сложной частицы с несколькими 
внутренними частицами различных радиусов и масс 
 
Полное описание положений всех составляющих структурно-
сложную частицу элементов достигается определением положений 
центра оболочки 0r  и центров всех внутренних шаров ir . Далее удобно 
ввести единое обозначение для всех этих векторов 
0 1( , , , )Nr r r r  . 
Разумеется, каждый элемент структурно-сложной частицы может 
двигаться с некоторой скоростью. Так, скорость оболочки будем 
обозначать как 0r , а скорости внутренних частиц как ir . Также 
естественно ввести единое обозначение для этих скоростей в виде 
0 1( , , , )Nu r r r  . 
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Таким образом, положение всех элементов структурно-сложной 
частицы описывается точкой в евклидовом пространстве 
3( 1)N
. Однако 
не любая точка 
3( 1)N
соответствует возможным положениям элементов 
структурно-сложной частицы. Поэтому перейдем к обсуждению ее 
конфигурационного пространства. Конфигурационное пространство – это 
пространство всех возможных положений элементов структурно-сложной 
частицы. Основное ограничение конфигурационного пространства 
связано с невозможностью проникновения твердых шаров друг в друга и 
сквозь оболочку структурно-сложной частицы. Условие невозможности i  
внутренней частицы проникнуть в j  внутреннюю частицу записывается 
как  
2 2( ) ( ) , , 1 .i j i jr r R R i j N                     
  (14.1) 
Число таких условий, соответствующих невозможности 
взаимопроникновения любых пар внутренних частиц, равно ( 1) / 2N N  . 
Каждое такое неравенство определяет часть 
3( 1)N
, принадлежащую 
конфигурационному пространству. Равенство определяет эллиптический 
цилиндр с двумерным основанием в виде сферы 
2S  (см. например [32]). 
Физически это равенство определяет границу конфигурационного 
пространства, которая соответствует столкновению строго определенной 
пары внутренних частиц. Таким образом, каждое неравенство определяет 
внешнюю часть определенного эллиптического цилиндра в 
3( 1)N
. Все 
эти неравенства выделяют часть 
3( 1)N
, соответствующую пересечению 
всех внешних частей ( 1) / 2N N   цилиндров. 
Условия, запрещающие выход внутренних частиц за пределы 
оболочки, имеют вид: 
 
2 2
0 0( ) ( ) , 1i ir r R R i N     ,               (14.2) 
и каждое такое условие определяет внутреннюю часть эллиптического 
цилиндра с основанием в виде сферы 
2S  в пространстве 3( 1)N . 
Равенство определяет эллиптический цилиндр, который соответствует 
столкновению определенной внутренней частицы с оболочкой. Таких 
условий N . Таким образом, конфигурационное пространство 
структурно-сложной частицы определяется пересечением внешних 
частей ( 1) / 2N N   цилиндров и внутренних частей N  цилиндров. 
Рассмотрим теперь движение элементов, составляющих структурно-
сложную частицу. До столкновения каких-нибудь ее элементов изменение 
их координат описывается уравнением 
0( ) |tr t r ut  , 
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причем в этом уравнении легко узнать параметрически заданную 
прямолинейную траекторию движения точечной частицы в 3( 1)N  -
мерном конфигурационном пространстве. В момент столкновения пары 
составляющих структурно-сложной частицы эта линия достигает 
определенной границы конфигурационного пространства. Далее, 
определяя скорости этих элементов после столкновений из законов 
сохранения, можно продолжить траекторию. Такое ее продолжение будет 
выглядеть в конфигурационном пространстве как отражение ее от его 
границы. Остается позаботиться о выполнении обычного для биллиардов 
закона отражения. При биллиардном отражении касательная скорость в 
точке отражения сохраняется, а нормальная меняет знак. Легко понять, 
что в рассматриваемом случае он не выполняется. Для обеспечения 
выполнения такого закона отражения перейдем к биллиардным 
координатам 
i i im r   или  0 0 1 1, , , N Nm r m r m r   . 
Вектор скоростей в биллиардных координатах записывается как 
 0 0 1 1, , , N Nv m r m r m r  . 
Одно из преимуществ новых координат состоит в том, что длина 
вектора скорости v   определяется полной кинетической энергией 
структурно-сложной частицы: 
2.1
0
| | 2
N
i i
i
v m r E


  . 
Соответственно, закон сохранения энергии обеспечивает 
сохранение длины вектора скорости при отражении эффективной 
точечной частицы от границ конфигурационного пространства. Вторым 
необходимым условием зеркального отражения является изменение 
знака нормальной компоненты скорости. Для границ конфигу-
рационного пространства, соответствующих столкновению внутренних 
частиц, выполнение биллиардного закона отражений было доказано в 
[6]. Поэтому нам нужно проверить выполнение такого закона отражений 
только для границ конфигурационного пространства, соответствующих 
столкновению внутренних частиц с оболочкой структурно-сложной 
частицы. 
Рассмотрим столкновение оболочки с i  внутренней частицей. Пусть 
траектория точечной эффективной частицы достигает границы (14.2) 
конфигурационного пространства в точке  . Разумеется, уравнение (14.2) 
следует записать в биллиардных координатах. Вычислим нормаль к 
границе в этой точке. Вектор, направленный по нормали к этой 
поверхности, легко найти: 
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, 
нормируя его на длину, получим единичный нормальный к границе 
вектор в точке  : 
0 0
0
0 0 0 0
1
,0 ,0, ,0 ,0
| |
i i
i
i i i i
n m m
R R m m m m m m
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. 
В точке столкновений траектории с границей вектора
0
0m

 и 
i
im

 связаны определенным образом (см. рис. 38). Другими словами, 
0
0
0
i
i
i
R R
m m
 
   , а направление вектора iR  совпадает с направ-
лением вектора 0R . Вектор 0R соединяет точку касания сфер с центром 
оболочки. Это позволяет записать нормаль как 
 
    0 0 0
0 0
1
,0 ,0, ,0 ,0
| |
i i i
i i
n m R R m R R
R R m m
     
 
. 
 
Рис. 38. Показаны соответствующие вектора в момент столкновения оболочки и 
i -й внутренней частицы. Важно заметить, что точка касания сфер и их центры 
лежат на одной прямой 
 
Учитывая, что длина вектора v  сохраняется, то для проверки 
биллиардного закона отражения достаточно убедиться, что при 
отражении от точки   выполняется равенство: 
v v   . 
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В координатном виде этот закон можно записать как 
 0 0 0
0 0
( )
| |
i
i i
i i
m m
v n u u R R
R R m m
    
 
. 
Столкновение оболочки и внутренней частицы абсолютно упругое, 
следовательно, выполняется ньютоновский закон для столкновений. Для 
сталкивающихся частиц сферической формы это означает, что проекция 
разности скоростей 0iu u  на направление, соединяющее центры частиц, 
меняет знак. Соответственно, и нормальная компонента скорости 
биллиардной частицы изменяет знак при отражении от границы 
конфигурационного биллиарда. Аналогичным образом может быть 
доказана справедливость биллиардного закона отражения от границ 
конфигурационного пространства, соответствующих столкновению любых 
двух компонент структурно-сложной частицы. Таким образом, доказано, 
что движение структурно-сложной частицы может быть описано как 
движение эффективной частицы в многомерном биллиарде. Форма этого 
биллиарда определяется размерами отдельных компонент структурно-
сложной частицы и в общем случае представляет собой пересечение 
( 1)N N   цилиндров. Граница биллиарда содержит как наружные, так и 
внутренние стенки цилиндров, соответственно имеет участки с положи-
тельной и отрицательной кривизной. Это позволяет предположить 
существование хаотических режимов движения структурно-сложных 
частиц. Однако в самом простом случае одной внутренней частицы задача 
сильно упрощается. Рассмотрим этот случай подробнее. 
 
 
 
 
Рассмотрим кинетический режим движения структурно-сложной 
частицы с одной внутренней степенью свободы. Как уже обсуждалось 
выше, такая система может быть сведена к биллиарду в шестимерном 
пространстве. В силу присутствия только одной внутренней частицы 
границы конфигурационного пространства определяются одним 
условием невозможности ее выхода за пределы оболочки 
2
20 1
0 1
0 1
( )R R
m m
  
   
 
 
, 
здесь 0R  — радиус оболочки, а 1R  — радиус внутренней частицы. Как 
обсуждалось выше, это цилиндр с основанием 
2
 в шестимерном 
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пространстве 
6
0 1( , )   . Обратим внимание, что сама по себе 
структурно-сложная частица представляет замкнутую систему. И 
следовательно, ее центр масс перемещается с постоянной скоростью. 
Скорость его движения определяется суммарным импульсом, деленным 
на суммарную массу оболочки и внутренней частицы 
0 0 1 1 0 1( ) / ( )cV m v m v m m   . Другими словами, положение центра 
масс меняется согласно уравнению 
0 0 1 1 0 1( )( )c cm m tV r m m     ,                (15.1) 
где cr  — начальное положение центра масс при 0t  . С геометрической 
точки зрения эти соотношения определяют трехмерную гиперплоскость в 
конфигурационном пространстве 
0 01 1 11 1 1c cm m tV r    , 
0 02 1 12 2 2c cm m tV r    , 
0 03 1 13 3 3c cm m tV r    . 
Область пересечения этой гиперплоскости с цилиндрическим 
биллиардом в конфигурационном пространстве легко установить. 
Проецируя биллиардную траекторию на это пересечение, перейдем к 
движению точечной частицы в трехмерном биллиарде. Закон отражения 
проекции траектории от границ этого биллиарда сохраняет зеркальный 
характер. Поэтому достаточно изучить движение эффективной частицы 
в биллиарде такого сечения. Уравнение, определяющее границу 
сечения, легко найти: 
  
2 22
0 1 0 1
0 0 2
0 1
( )
( )
( )
c c
m m R R
m tV r
m m


  

 .        (15.2) 
В этом уравнении нетрудно узнать сферу 
2
 в трехмерном 
пространстве 
3
0 . Центр этой сферы расположен в точке 
0 0 ( )c cm tV r   . Учитывая, что трехмерная гиперповерхность со 
временем смещается параллельным образом, в качестве удобного сечения 
можно выбрать гиперплоскость, проходящую через начало координат, и 
проецировать биллиардную траекторию на сечение цилиндра этой 
гиперплоскостью. Таким образом, эффективная точечная частица 
движется в сферическом биллиарде радиуса 
0 1 0 1
0 1
| |
ef
m m R R
R
m m



. 
Свойства траекторий в таком биллиарде определяются простым фактом. 
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Вектора скорости падающей и отраженной траектории лежат в плоскости, 
проходящей через центр сферы. Это означает, что движение биллиардной 
траектории происходит только в этой плоскости. Тогда достаточно 
рассмотреть движение эффективной частицы в этой плоскости. Это 
существенно упрощает вид биллиарда. Биллиард, возникающий в 
сечении сферы этой плоскостью, совпадает с биллиардом в круге радиуса
efR (см. рис. 39). Тип траекторий в круге хорошо изучен (см. например 
[33]). Все определяется углом  , показанным на рис. 39. Если этот угол 
соизмерим с  , то траектория периодическая. Так, в случае 2
n
m
    
(n иm  — несократимые целые числа) траектория m  —  периодическая и 
делает n  оборотов вокруг круга. Число вращений такой траектории равно 
n
m
  . В случае несоизмеримости   с   точки отражения траектории 
заполняют окружность всюду плотно. Таким образом, могут существовать 
только два типа поперечных движений. Это периодические любого 
периода и квазипериодические. Совмещение их с постоянным 
продольным движением приводит к полному описанию типов траекторий 
эффективной точечной частицы в исходном биллиарде и, следовательно, к 
описанию всех возможных режимов движения структурно-сложной 
частицы с одной внутренней степенью свободы. Такое простое устройство 
кинетического режима структурно-сложной частицы связано с тем, что 
эволюция частицы содержит пять интегралов движения, находящихся в 
инволюции. Это — три проекции суммарного импульса, проекция 
суммарного момента импульса на плоскость движения и величина полной 
энергии структурно-сложной частицы. 
 
Рис. 39. Биллиард в сечении гиперплоскостью, проходящей через начало 
координат и начальный сегмент траектории поперечных движений. Показаны 
три сегмента биллиардной траектории 
 
Рассмотрим теперь, как движение эффективной биллиардной 
частицы  интерпретируется в терминах движения отдельных компонент 
структурно-сложной частицы. Легко заметить, что проекция траектории 
эффективной частицы в биллиарде (15.2) имеет простой физический 
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смысл движения оболочки. Иными словами, оболочка структурно-
сложной частицы движется так, как будто она зеркально отражается от 
стенок кругового биллиарда с радиусом 
 
1 0 1
0 1
| |
s
m R R
R
m m



.                                  (15.3) 
Центр этого биллиарда движется по закону c ctV r , соответст-
вующему движению центра масс структурно-сложной частицы. 
Траектория в круговом биллиарде представляет собой ломаную линию, 
каждый сегмент которой повернут относительно предыдущего на угол   
(рис. 39). Этот угол определяется начальными условиями: 
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, 
здесь 0r  и 0u обозначают положение и  скорость оболочки в начальный 
момент времени 0.t   Величина этого угла определяет, будет 
траектория периодической или квазипериодической. Также легко 
оценить время, за которое оболочка сделает полный оборот вокруг 
центра масс структурно-сложной частицы: 
2
,sT



 
где s  — время между отдельными столкновениями оболочки с 
внутренней частицей. Естественно, что это равенство является точным 
лишь для траекторий, замыкающихся за один оборот вокруг центра 
масс. Величина s  легко определяется благодаря свойству сохранения 
величины скорости в биллиарде: 
0
2
2
| |
s
s
R sin
u

  . 
Таким образом, оболочка движется по ломаной спирали радиуса 
sR . Ее ось направлена вдоль cV . Время пролета отдельного сегмента 
спирали — s , время полного оборота — T . Шаг такой спирали равен 
cs TV . 
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В структурно-сложной частице с одной степенью свободы 
положение внутренней частицы напрямую связано с положением 
оболочки 0 0 1 1( ) ( )c c c cm r tV r m r tV r       (см. соотношение (15.1)). 
Соответственно, внутренняя частица в кинематическом режиме также 
движется по похожей ломаной спирали, но другого радиуса — 
0 0 1
0 1
| |
i
m R R
R
m m



. 
Рассмотрим колебания, которые совершает оболочка в 
кинематическом режиме движения структурно-сложной частицы. 
Оболочка структурно-сложной частицы совершает циклическое 
движение радиуса sR  вокруг центра инерции в плоскости с нормалью: 
0 0
0 0
( ) ( )
| ( ) ( ) |
c c
c c
r r u V
N
r r u V
  

  
. 
Ось спирали составляет определенный угол   с нормалью к 
плоскости, в которой происходит «вращение» оболочки вокруг центра 
инерции. Его величина: 
| || |
c
c
V N
arccos
V N
  . 
Соответственно, в проекции на направление движения центра 
масс амплитуда продольных колебаний составит: 
2l sa R sin . 
В плоскости, поперечной к направлению движения, оболочка будет 
двигаться по ломаной линии, вписанной в эллипс. Большая полуось 
этого эллипса направлена вдоль направления cV N . Амплитуда 
поперечных колебаний в этом направлении равна 2t max sa R . 
В ортогональном направлении амплитуда поперечных колебаний равна 
2t min sa R cos . Естественно, что частоты этих колебаний одинаковы и 
равны 1/T . Напомним, что указанные колебания не являются 
синусоидальными, а составлены из отдельных участков прямолинейного 
движения. Каждый такой участок имеет длительность s . 
Рассмотрим еще один важный аспект движения структурно-
сложной частицы — распределение энергии между внутренней степенью 
свободы и оболочкой. Относительные координаты внутренней частицы и 
оболочки жестко связаны: 0 0 1 1( ) ( )c c c cm r tV r m r tV r      . Соответст-
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венно, также связаны и их относительные скорости: 
0 0 1 1( ) ( )c cm u V m u V    . Поскольку и оболочка, и внутренняя частица 
движутся по биллиардному закону относительно центра инерции, то 
величины их относительных скоростей со временем будут сохраняться. 
Соответственно, отношение их энергии относительного кинетического 
движения имеет  простой вид: 
 
0 1
1 0
E m
E m
  .                                        (15.4) 
Из этого соотношения следует, что в случае легкой внутренней 
частицы и тяжелой оболочки почти вся кинетическая энергия 
относительного движения будет сосредоточена во внутренней степени 
свободы. Таким образом, мы полностью описали характеристики 
кинетического режима движения структурно-сложной частицы. 
Рассмотрим теперь, какие из этих характеристик могут быть 
определены в эксперименте. Естественно, что наблюдать мы можем 
лишь за оболочкой структурно-сложной частицы. Поэтому представляет 
интерес вопрос определения внутреннего состояния структурно-сложной 
частицы по наблюдаемым данным. Как обсуждалось выше, оболочка 
структурно-сложной частицы совершает колебательные движения в 
некоторой плоскости вокруг центра инерции, движущегося равномерно и 
прямолинейно. Соответственно, наблюдая за оболочкой продол-
жительное время и усреднив ее положение, можно определить скорость 
движения центра масс структурно-сложной частицы cV . Благодаря этому 
можно определить относительную скорость движения оболочки 0 cu V , а 
также направление относительной скорости внутренней частицы, 
поскольку оно противоположно направлению относительной скорости 
оболочки. Также можно определить вектор нормали к плоскости, в 
которой оболочка совершает колебательные движения N . В этой 
плоскости оболочка и внутренняя частица движутся по ломаной линии, 
вписанной в окружность. В эксперименте можно определить радиус этой 
окружности для оболочки sR . Если по косвенным данным мы можем 
предположить, что размер внутренней свободы 1R  мал по сравнению с 
размером оболочки 0R , то легко получить оценки масс внутренней 
частицы и оболочки: 
0 1
0 0
1 ,s s
R R
m M m M
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 
 
 
 
где M  — масса структурно-сложной частицы. В этом случае, используя 
связь между расположением оболочки и внутренней частицы 
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относительно центра масс, по положению оболочки легко определить 
положение внутренней частицы. Иными словами, наблюдая за 
движением оболочки структурно-сложной частицы с внутренней степенью 
малой массы, можно установить свойства внутренней степени свободы. 
Перейдем теперь к обсуждению поведения структурно-сложной 
частицы с двумя внутренними степенями свободы. Прежде всего следует 
обсудить структуру биллиарда, в котором происходит движение 
эффективной точечной частицы. Граница этого биллиарда в 9-мерном 
пространстве 
9R  определяется тремя условиями. Это условие 
невозможности взаимного проникновения внутренних частиц при 
столкновении 
2
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которое определяет часть границы биллиарда с вогнутой или 
рассеивающей поверхностью. Более точно полурассеивающий биллиард 
[34], который имеют участки с кривизной, отличной от нуля только в 
двух направлениях. Эта граница соответствует части эллиптического 
цилиндра с 2-основанием (основание двумерный эллипсоид) [32]. 
Конфигурационное пространство содержится во внешней части этого 
цилиндра. Два других условия, соответствующие невозможности 
внутренним частицам покинуть оболочку, имеют вид 
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. 
Эти условия определяют часть выпуклой или фокусирующей 
границы биллиарда. Как и выше, граница – это часть пересечения двух 
эллиптических цилиндров с 2-основаниями. Конфигурационное 
пространство — внутренняя часть пересечения этих цилиндров. Таким 
образом, движение эффективной точечной частицы происходит в 
биллиарде, имеющем в случае общего положения как рассеивающие, так 
и фокусирующие компоненты границ. В соответствии с современными 
представлениями движение частицы в таком биллиарде будет 
хаотическим (см. например [33]). Следует заметить, что взаимное 
расположение этих цилиндров играет важную роль при классификации 
возможных режимов движения. В частности, важно проверить, возможно 
ли взаимное расположение цилиндров, при котором границы биллиарда 
содержат только рассеивающие границы. Легко понять, что такой случай 
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не реализуется. Как не реализуется и случай биллиарда только с 
фокусирующими границами. Условие совместности приведенной выше 
системы уравнений всегда выполнено. Таким образом, движение 
эффективной частицы происходит в биллиарде с фокусирующими и 
рассеивающими границами. Однако следует отметить, что такой 
многомерный биллиард относится к открытым биллиардам. Существуют 
направления, двигаясь вдоль которых точечная частица никогда не 
столкнется с границей биллиарда. Все направления, обладающие этим 
свойством, натянуты на три ортогональных вектора 
1 (1,0,0,1,0,0,1,0,0)n  , 
2 (0,1,0,0,1,0,0,1,0)n   3 (0,0,1,0,0,1,0,0,1)n   ( 0i jn n   если i j  
, 1,2,3i j  ). Соответственно, траектории, движущиеся в направлениях 
1 2 3k an bn cn   , никогда не столкнутся с границей биллиарда. Здесь a , 
b  и c  — произвольные числа. Динамика частицы вдоль этих направ-
лений тривиальна. Это означает, что такое подпространство можно не 
рассматривать, а основное внимание уделить 6-мерному пространству 
ортогональных направлений. 
Еще одно интересное следствие из анализа структуры биллиарда 
касается биллиардов с несколькими частицами, которые могут 
сталкиваться при движении в биллиарде. Такие биллиарды относительно 
недавно рассматривались в работе [35]. Интересно отметить, что такой 
биллиард в круге с двумя сталкивающимися дисками внутри сводится 
к многомерному обычному биллиарду с одной эффективной точечной 
частицей в специальном биллиарде, описанном выше. Это означает, что 
ряд свойств обычного биллиарда переносится на свойства биллиарда 
с учетом столкновений между частицами. В частности, газ сталкиваю-
щихся частиц в сферическом сосуде соответствует рассмотренной выше 
структурно-сложной частице с массой оболочки, стремящейся к беско-
нечности. 
Возвращаясь к кинематике структурно-сложной частицы, из общих 
соображений ясно, что в таком биллиарде реализуется хаотическое 
движение траекторий с положительным показателем Ляпунова. Другими 
словами, реализуется сильный хаос. Разумеется, в фазовом пространстве 
присутствует и счетное число периодических траекторий. В силу 
многомерности фазового пространства вычисление показателя Ляпунова 
и визуальная демонстрация хаотического поведения затруднено. Однако с 
физической точки зрения интересно выяснить поведение оболочки такой 
структурно-сложной частицы. Причина этого в том, что именно поведение 
оболочки является наблюдаемым. Это означает, что основное внимание 
нужно уделить степеням свободы, связанными с оболочкой. 
Поэтому обсудим отклонение оболочки от положения центра масс 
при столкновении с  внутренними частицами. Для оценки смещения 
оболочки с N  внутренними степенями свободы предположим для 
простоты, что их массы близки к некоторой характерной массе 
im m , 
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а размеры внутренних частиц 
iR R . Тогда, переходя в систему отсчета 
с центром инерции в начале координат, оценим характерное смещение 
оболочки за счет столкновений с внутренними частицами. Легко 
доказать, что такое отклонение оболочки от положения центра инерции 
определяется соотношением 
0
0
N
i
i
m
r r
m Nm
   

 , 
где ir  — вектор расстояния между i  внутренней частицей и оболочкой. 
Длина этого вектора ограничена сверху величиной 0( )R R  в системе 
отсчета центра инерции. Тогда легко оценить среднеквадратичное 
отклонение оболочки как 
2
0 0 2
0
( )
( )
m N
r R R
m Nm
  

.                         (15.5) 
При выводе этого соотношения использовалось предположение о 
хаотичности направлений положений внутренних частиц и обращение в 
нуль среднего вектора положений внутренних частиц в системе центра 
масс. Легко заметить, что для одной внутренней степени свободы это 
соотношение совпадает с полученным ранее соотношением (15.3). Кроме 
этого важно отметить, что величина смещения падает с увеличением 
числа внутренних степеней свободы 0 ~1/r N , и поэтому для 
макроскопических тел такое смещение исчезает. Этот эффект должен 
наблюдаться для частиц только с небольшим числом внутренних 
степеней свободы. Следует заметить, что наличие такого специфического 
блуждания должно приводить к качественному изменению законов 
рассеяния частиц. Как следствие этого блуждания должно наблюдаться 
хаотическое рассеяние частиц с внутренними степенями свободы при 
столкновениях. 
Разумеется, характер смещения со временем, в силу хаотичности 
движения такой частицы, будет иметь в случае общего положения вид 
хаотических блужданий (при 2).N   Этот необычный процесс 
блужданий оболочки возникает под воздействием ударов внутренних 
частиц об оболочку. Следует заметить, что при таком блуждании 
положение центра инерции системы всегда расположено внутри 
оболочки. В наличии хаотических движений заключается важное 
отличие от периодического движения частицы с одной внутренней 
степенью свободы (см. раздел 3). Следует отметить, что в вырожденных 
случаях могут реализоваться и периодические режимы движения 
оболочки и при большем числе внутренних степеней свободы. Наличие 
периодических режимов — следствие существования счетного числа 
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неустойчивых орбит в хаотической области фазового пространства. 
В качестве простого примера двупериодической траектории для частицы 
с двумя внутренними степенями свободы 1 2m m  и 1 2R R  можно 
привести траекторию, которая до столкновения с границей движется 
вдоль направления 0 1 1( 0, , )u u u u   , затем, сталкиваясь с ней в 
момент времени 0 1
1
2R R
T
u

 , отражается в направлении 
0 1 1( 0, , )u u u u    и снова движется время 
0 1
1
2R R
T
u

  до следующего 
столкновения с границей. Далее цикл повторяется. Период такой 
траектории равен 2T . Для этой траектории начальные положения 
внутренних частиц выбраны симметричными относительно оболочки. 
Обсудим теперь распределение энергий по степеням свободы. 
Напомним, что в системе центра инерции суммарный импульс оболочки 
и внутренних частиц нулевой. Соответственно выполняется следующее 
уравнение 
0 0
1
N
i i in in
i
m v mv M V

   , 
здесь inM  — суммарная масса внутренних степеней свободы, а inV  — 
скорость центра инерции только внутренних степеней свободы. Исполь-
зуя это соотношение, получим соотношение между энергией оболочки и 
внутренних степеней свободы в системе центра инерции 
 
 
0
0
inE m
E m
  ,                                             (15.6) 
где 0E  — энергия оболочки, а inE  — энергия внутренних степеней 
свободы в системе отсчета центра масс и m  — характерная масса 
внутренней частицы. Это соотношение переходит в полученное ранее 
уравнение (15.4) для одной степени свободы. Предполагая равно-
распределение энергии по внутренним степеням свободы, из этого 
соотношения легко получить отношение энергии оболочки к энергии E , 
приходящейся на одну внутреннюю частицу: 
0
0 in
mE
E M
 .                                         (15.7) 
Разумеется, эти соотношения выполняются в системе отсчета центра 
инерции всей системы. При выводе этих соотношений предполагались 
близкими массы внутренних степеней свободы. Естественно, возникает 
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вопрос о реализации равнораспределения энергии между внутренними 
степенями свободы. Для наблюдения за свойствами частиц с двумя и 
более внутренними степенями свободы используем численное моде-
лирование. Собственно это наиболее сложный случай — сравнимых масс 
всех компонент. 
 
 
Рис. 40. Показано изменение относительной средней энергии внутренних 
степеней свободы со временем безразмерного времени n . Это случай двух 
внутренних степеней свободы. Пунктирная линия соответствует одной,  
а сплошная — второй внутренней частице 
 
Начнем с моделирования выхода на равнораспределение по 
энергиям внутренних степеней свободы. Учитывая предположение о 
близости масс внутренних степеней свободы, используем при численном 
моделировании внутренние частицы с равными массами и суммарной 
массой 1inM  , массу оболочки также выберем 0 5m  . Другими 
словами, это случай массивной оболочки и «легких» внутренних 
степеней свободы. Начнем с проверки распределения энергии по 
степеням свободы (15.7). Для этого удобно по результатам 
моделирования строить зависимость средней энергии внутренних частиц 
от времени. Усреднение будем выполнять по времени от начального 
момента до текущего значения t . 
Значение, предсказываемое соотношением (15.7), удобно 
приводить на рисунках для сравнения с результатом численного 
моделирования. На рис. 40 приведен результат в случае двух 
внутренних степеней свободы. Нетрудно заметить, что после некоторого 
времени релаксации наблюдается выход на равнораспределение по 
энергии внутренних степеней свободы. Значение энергии близко к 
предсказанному соотношением (15.7) и показанному на рисунке прямой 
линией. Увеличивая число внутренних степеней свободы и для простоты 
сохраняя их суммарную массу единичной, приведем результаты 
моделирования на рис. 41. Важно отметить, что частота столкновений о 
стенки при выбранных условиях превышает частоту столкновений 
внутренних степеней свободы примерно в 7 раз. Другими словами, 
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в этих условиях доминирует обмен энергией через столкновения с 
оболочкой или столкновения биллиардной частицы с фокусирующими 
участками многомерного биллиарда. 
 
Рис. 41. Слева показано изменение средней энергии внутренних степеней 
свободы, нормированных на энергию оболочки в случае трех, а справа —  
в случае 4 внутренних степеней свободы. Прямые по-прежнему предсказанное 
значение (15.7) 
 
Во всех случаях наблюдается тенденция к установлению 
равнораспределения на уровне, близком к (15.7). Отличие состоит только 
увеличении времени релаксации с увеличением числа внутренних 
степеней свободы. Кроме этого значение, наблюдаемое в численных 
экспериментах, отличается на 10%  от предсказываемого соотношением 
(15.7). Из численных экспериментов следует более сложная зависимость 
2
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1 in
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m ME
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, 
которая хорошо совпадает с численными результатами. 
При численном моделировании частиц с большим числом 
внутренних степеней свободы были обнаружены необычные режимы 
синхронизации внутренних степеней свободы. Пример таких режимов 
показан на рис. 42. Типичным для таких режимов является 
возникновение двух групп частиц, которые двигаются в каждой группе 
синхронным образом. Эффект и природа такой синхронизации 
заключается в образовании одной группы внутренних степеней свободы, 
не сталкивающейся с оболочкой, по крайней мере достаточно долго. 
Другими словами, эта группа не обменивается энергией и импульсом с 
оболочкой. Вторая группа формируется внутренними степенями 
свободы, которые при столкновении с оболочкой в среднем не влияют на 
ее скорость движения. Это означает, что суммарный импульс этой 
группы в системе отсчета оболочки нулевой. Обмен энергией между 
этими группами отсутствует или сильно подавлен. Ясно, что при 
формировании таких двух групп состояние структурно-сложной частицы 
не меняется достаточно долго. Нарушение такого состояния может быть 
вызвано достижением группой внутренних частиц, покоящихся или 
обладающих малой скоростью относительно оболочки. При возник-
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новении такого синхронизма ясно, что в соотношение, определяющее 
равнораспределения по энергии, будет входить не полное число 
внутренних степеней свободы, а число внутренних частиц, входящих 
в группу, которая обменивается энергией с оболочкой. 
Численное моделирование движения внутренних частиц позволяет 
изучить не только перераспределение энергии по внутренним степеням 
свободы, но и установить некоторые качественные свойства их движений. 
Естественно, что, начиная с двух внутренних степеней свободы, типичными 
являются хаотические режимы. При этом численное моделирование 
обнаруживает два характерных типа хаотизации траекторий и поведения 
энергии частиц со временем. Это сильный хаос, по-видимому с отличным от 
нуля показателем Ляпунова, и перемежаемый хаос (см. рис. 42). Причину 
наличия таких режимов можно легко понять исходя из устройства 
многомерного биллиарда. Возникновение таких режимов связано 
с доминированием либо столкновений с выпуклыми рассеивающими 
участками, либо с вогнутыми фокусирующими участками границы 
биллиарда. Как было показано выше, режимов столкновений только 
с определенным типом границ не существует. 
 
Рис. 42. Слева показано изменение энергий внутренних частиц со временем в   
типично сильно хаотическом режиме, справа характерный режим 
перемежаемости. Число внутренних степеней свободы равно 2.  
Сплошной линией показана энергия оболочки 
 
Таким образом, установлены кинематические свойства частиц, 
обладающих небольшим числом внутренних степеней свободы. 
С увеличением числа внутренних степеней свободы до макроскопического 
числа происходит исчезновение этих свойств. Обнаружен специфический 
режим блужданий частиц с небольшим числом внутренних степеней 
свободы. Показано, что типичные режимы движения внутренних степеней 
свободы являются хаотическими. При этом возможны режимы как сильно 
хаотические с положительным ляпуновским показателем, так и пере-
межаемые режимы. Установлены закономерности перераспределения 
энергии по внутренним степеням свободы. Следует подчеркнуть, что 
закономерности, обнаруженные в этой простой модели, должны наблю-
даться и в обычных наноразмерных телах, для которых число внутренних 
степеней свободы становится относительно небольшим. 
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Аннотация 
Кратко излагается история возникновения современных представлений фи-
зики бесстолкновительной (власовской) плазмы, начиная от предсказания лордом 
Дж. Рэлеем в 1906 г. явления плазменных колебаний. В работе показаны основ-
ные этапы эволюции взглядов на описание бесстолкновительной плазмы: простая 
механическая модель электронно-ионной плазмы, сформулированная И. Ленгмю-
ром и Л. Тонксом, переход к кинетическому описанию, впервые выполненный 
Л. Д. Ландау, учет самосогласованного электромагнитного поля, предложенный 
А. А. Власовым, разработка Н. Н. Боголюбовым общего метода получения кинети-
ческих уравнений для газа слабовзаимодействующих частиц, развитие метода 
Боголюбова для описания быстропеременных процессов в плазме, в том числе 
и в присутствии сильного магнитного поля, а также волнового взаимодействия 
частиц, связанного с именами В. П. Силина, А. Ленарда и Р. Балеску.   
Ключевые слова: бесстолкновительная плазма, кинетическая теория плаз-
мы, история физики плазмы. 
Реферат 
Кратко излагается история возникновения современных представлений 
физики бесстолкновительной (власовской) плазмы, начиная от предсказания 
лордом Дж. Рэлеем в 1906 г. явления, заключающегося в том, что электроны, 
находящиеся на поверхности нейтрализующей их заряд положительно заряжен-
ной сферы (модель атома Дж. Дж. Томсона 1903 г.), могут совершать колебания 
в электрическом поле, создаваемом ими же. Он не только предсказал, но и полу-
чил уравнения колебаний и определил их частоту. Спустя 20 лет (в 1924 г.) 
И. Ленгмюр (возможно независимо от Дж. Рэлея), начав последовательное иссле-
дование спектров колебаний плазмы газового разряда, действительно обнару-
жил такие колебания с частотой, совпадающей с предсказанной Дж. Рэлеем. 
Опираясь на свои экспериментальные результаты, И. Ленгмюр вместе с Л. Тонк-
сом развили простую механическую модель электронно-ионной плазмы с пол-
ным самосогласованным электромагнитным полем, которая качественно объяс-
нила эксперименты И. Ленгмюра.  
Для количественного объяснения эксперимента требовалось использование 
кинетической теории. Существующая в то время кинетическая теория Больцмана, 
однако, для описания плазмы была не пригодной из-за расходимости интеграла 
столкновений при кулоновском взаимодействии частиц. Первый, кто сделал урав-
нение Больцмана применимым для описания плазмы, был Л. Д. Ландау, который 
в 1937 г. учел дебаевскую экранировку кулоновского поля в плазме, и, тем самым, 
интеграл столкновений в уравнении Больцмана оказался конечным. Однако поля, 
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фигурирующие в уравнении Больцмана, Л. Д. Ландау считал заданными (внеш-
ними), и поэтому полученное им уравнение было непригодным для описания вол-
новых процессов в плазме. Смелый шаг при построении кинетической теории бес-
столкновительной плазмы сделал А. А. Власов, который в 1938 г. записал кинети-
ческое уравнение с самосогласованными полями, уравнениями Максвелла и силой 
Лоренца. Это уравнение было в 1946 г. признано Л. Д. Ландау пригодным для 
плазмы, и даже, основываясь на нем, он получил свое знаменитое «затухание Лан-
дау» плазменной волны в максвелловской бесстолкновительной плазме. В этом же 
1946 г. вышла книга Н. Н. Боголюбова, в которой развит общий метод вывода ки-
нетических уравнений для газов со слабым взаимодействием частиц. В частности, 
для газа с экранированным кулоновским взаимодействием частиц в первом при-
ближении по взаимодействию он получил уравнение Власова, а во втором – интег-
рал столкновений Ландау.  
Дальнейшее развитие кинетической теории плазмы связано с именами 
В. П. Силина, А. Ленарда и Р. Балеску, которые развили метод Боголюбова 
и получили интегралы столкновений в виде, пригодном для описания быстропе-
ременных процессов в плазме и наличия сильного магнитного поля, а также во-
лнового взаимодействия частиц, обусловленного учетом динамической поляри-
зации плазмы. В. П. Силин со своими сотрудниками показали, что учет такого 
взаимодействия кардинально меняет наши представления о процессах переноса 
и релаксации в неизотермической плазме с горячими электронами. 
Ключевые слова: бесстолкновительная плазма, кинетическая теория плаз-
мы, история физики плазмы. 
PACS numbers: 01.65.+g, 52.25.Dg, 52.35.-g 
 
Рухадзе А. A., Силін В. П. Шлях формування фізичних уявлень про плазму без 
зіткнень 
Анотація 
Коротко викладається історія виникнення сучасних уявлень фізики без-
зіштовхувальної (власівської) плазми, починаючи від передбачення лордом 
Дж. Релеєм у 1906 р. явища плазмових коливань. В роботі показані основні ета-
пи еволюції поглядів на опис беззіштовхувальної плазми: проста механічна мо-
дель електронно-іонної плазми, сформульована І. Ленгмюром і Л. Тонксом, пе-
рехід до кінетичного опису, вперше виконаний Л. Д. Ландау, включення до кіне-
тичного рівняння самоузгодженного електромагнітного поля, запропоноване 
А. О. Власовим, розробка М. М. Боголюбовим загального методу виведення кіне-
тичних рівнянь для газу слабовзаємодіючих частинок, розвиток методу Боголю-
бова для опису швидкозмінних процесів у плазмі, в тому числі і в присутності 
сильного магнітного поля, а також хвильової взаємодії частинок, пов'язаний 
з іменами В. П. Силіна, А. Ленарда і Р. Балеску. 
Ключові слова: беззіштовхувальна плазма, кінетична теорія плазми, істо-
рія фізики плазми. 
Реферат 
Коротко викладається історія виникнення сучасних уявлень фізики без-
зіштовхувальної (власівської) плазми, починаючи від передбачення лордом 
Дж. Релеєм у 1906 р. явища, яке полягає в тому, що електрони, які знаходяться 
на поверхні позитивно зарядженої сфери, що нейтралізує їх заряд (модель атома 
Дж. Дж. Томсона 1903 р.), можуть здійснювати коливання в електричному полі, 
створеному ними ж. Він не тільки передбачив, але й отримав рівняння таких 
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коливань і визначив їх частоту. Через 20 років (1924 р.) І. Ленгмюр (можливо 
незалежно від Дж. Релея), почавши послідовне дослідження спектрів коливань 
плазми газового розряду, дійсно виявив такі коливання з частотою, що збігається 
з передбаченою Дж. Релеєм. Спираючись на свої експериментальні результати, 
І. Ленгмюр разом з Л. Тонксом розвинули просту механічну модель електронно-
іонної плазми з повним самоузгодженим електромагнітним полем, яка якісно 
пояснила експерименти І. Ленгмюра. Для кількісного пояснення експерименту 
було потрібно використання кінетичної теорії. Існуюча в той час кінетична теорія 
Больцмана, однак, для опису плазми була не придатною через розбіжність інте-
грала зіткнень при кулонівській взаємодії частинок. Перший, хто зробив рів-
няння Больцмана придатним для опису плазми, був Л. Д. Ландау, який 
у 1937 р. врахував дебаївське екранування кулонівського поля в плазмі, і, тим 
самим, інтеграл зіткнень у рівнянні Больцмана виявився кінцевим. Однак поля, 
що фігурують у рівнянні Больцмана, Л. Д. Ландау вважав заданими (зовнішні-
ми), і тому отримане ним рівняння було непридатним для опису хвильових про-
цесів у плазмі. Сміливий крок при побудові кінетичної теорії беззіштовхувальної 
плазми зробив А. О. Власов, який в 1938 році записав кінетичне рівняння з са-
моузгодженими полями, рівняннями Максвела і силою Лоренца. Це рівняння 
було в 1946 р. визнано Л. Д. Ландау придатним для плазми, і навіть, виходячи 
з нього, він отримав своє знамените «згасання Ландау» плазмової хвилі у макс-
велівській беззіштовхувальній плазмі. У цьому ж 1946 р. вийшла книга 
М. М. Боголюбова, в якій був розвинений загальний метод виведення кінетич-
них рівнянь для газів зі слабкою взаємодією частинок. Зокрема, для газу з екра-
нованою кулонівською взаємодією частинок в першому наближенні по взаємодії 
він отримав рівняння Власова, а в другому – інтеграл зіткнень Ландау. Подаль-
ший розвиток кінетичної теорії плазми пов'язаний з іменами В. П. Силіна, 
А. Ленарда і Р. Балеску, які розвинули метод Боголюбова і отримали інтеграли 
зіткнень у вигляді, придатному для опису швидкозмінних процесів у плазмі, 
в тому числі і за наявністю сильного магнітного поля, а також хвильової взаємо-
дії частинок, обумовленої урахуванням динамічної поляризації плазми. 
В. П. Силін зі своїми співробітниками продемонстрували, що врахування такої 
взаємодії кардинально змінює наші уявлення про процеси переносу і релаксації 
в неізотермічній плазмі з гарячими електронами. 
Ключові слова: беззіштовхувальна плазма, кінетична теорія плазми, істо-
рія фізики плазми. 
PACS numbers: 01.65.+g, 52.25.Dg, 52.35.-g 
 
Rukhadze А. A., Silin V. P. The path of the evolution of ideas about collisionless 
plasma physics 
Annotation 
The history of origins of modern collisionless (Vlasov) plasma conception is 
outlined, starting from the phenomenon of plasma oscillations, predicted by Lord 
J. Rayleigh in 1906. The key stages of the evolution of ideas about collisionless 
plasma are presented: a simple mechanic model of electron-ionic plasma which was 
formulated by I. Lengmuir and L. Tonks, a transition to the kinetic description for 
the first time made by L. D. Landau, the inclusion in calculation the self-consistent 
electromagnetic field, proposed by A. A. Vlasov, the development by N. N. Bogo-
lyubov of a general method for obtaining kinetic equations for gas of weakly 
interacting particles, the generalization of Bogolyubov’s method for description the 
fast-varying processes in a plasma including the plasma in the presence of strong 
В. В. Яновский, А. В. Тур. Часть V. Частицы с внутренними степенями свободы            353 
 
magnetic fields as well as consideration of wave interaction between particles, 
associated with names of Silin V. P., A. Lenard and R. Balescu 
Keywords: collisionless plasma, kinetic theory of a plasma, history of plasma 
physics. 
Abstract 
The history of origins of modern collisionless (Vlasov) plasma conception is 
outlined, starting from the phenomenon, predicted by Lord J. Rayleigh in 1906, that 
assumes the electrons located on the surface of a positively charged sphere, which 
neutralizes their charge (the atom model of J.J. Thomson, 1903), can oscillate in the 
self-generated electric field. He not only predicted but also got the relevant equations 
of the oscillations and determined their frequency. 20 years later (in 1924), 
I. Langmuir (possibly regardless of J. Rayleigh), began a systematic study of the 
spectra of gas-discharge plasma oscillations, actually discovered such oscillations 
with the frequency predicted by J. Rayleigh. Based on their experimental results, 
I. Langmuir together with L. Tonks have developed a simple mechanical model of 
the electron-ion plasma with fully self-consistent electromagnetic field, which 
qualitatively explained Langmuir’s experiments. For a quantitative explanation of 
the experiment, the use of kinetic theory was required. However, the Boltzmann 
kinetic theory existing at the time was not suitable for description of the plasma 
because of the divergence of the collision integral due to the Coulomb interaction of 
particles. The first one who made the Boltzmann equation applicable to description 
of the plasma was L.D. Landau, who in 1937 took into account the Debye screening 
of the Coulomb field in the plasma and as a result the collision integral in the 
Boltzmann equation was found to be finite. However, L.D. Landau considered the 
fields incorporated in the Boltzmann equation as prescribed (external) and therefore 
the equation was unusable for description of the wave processes in the plasma. In 
1938, A.A. Vlasov took a bold step in building a kinetic theory of collisionless plasma 
when formulated the kinetic equation incorporating self-consistent fields, Maxwell's 
equations and the Lorentz force. In 1946, this equation was recognized by 
L.D. Landau as suitable for description of plasma and, he even derived from it his 
famous "Landau damping‖ of plasma waves in a Maxwellian collisionless plasma. In 
the same 1946 year, N.N. Bogolyubov published the book, where he developed a 
general method of deriving the kinetic equations for gases of weakly interacting 
particles.  In particular, for a gas of particles with screened Coulomb interaction, he 
derived Vlasov’s equation as a first approximation on the interaction parameter and 
the Landau collision integral as a second approximation. Further development of the 
kinetic theory plasma is associated with names of V.P. Silin, A. Lenard and 
R. Balescu, who developed the Bogolyubov method and obtained collision integrals in 
the form suitable for describing the fast-alternating processes in a plasma in the 
presence of strong magnetic fields as well as for wave interaction between particles 
caused by the dynamic plasma polarization. V.P. Silin together with his 
collaborators showed that the inclusion of such interaction dramatically change our 
understanding of the transport and relaxation processes in non-isothermal plasma 
with hot electrons. 
Keywords: collisionless plasma, kinetic theory of a plasma, history of plasma 
physics. 
PACS numbers: 01.65.+g, 52.25.Dg, 52.35.-g 
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кой физики. Научные труды»). 
 
Аннотация 
Рассмотрены механизмы развития модуляционной неустойчивости интен-
сивных ленгмюровских колебаний в плазме в условиях, когда плотность энергии 
поля меньше (модель Захарова) или больше (модель Силина) плотности тепло-
вой энергии среды. На примере одномерного представления показано, что обна-
руженный В. Е. Захаровым механизм нелинейного поглощения ленгмюровских 
колебаний в плазме оказывается применимым и для интенсивных полей в холо-
дной плазме, описываемых моделью, разработанной В. П. Силиным. Показано, 
что процессы модуляционной неустойчивости ленгмюровских колебаний в не-
изотермической и в холодной плазме подобны. Детально анализируются гибрид-
ные модели (электроны описаны с помощью уравнений квазигидродинамики, 
а ионы как частицы), которые позволяют исследовать прямой механизм переда-
чи энергии ионам в процессе развития неустойчивости. 
Ключевые слова: модуляционная неустойчивость, параметрическая не-
устойчивость, неизотермическая и холодная плазма, модель Захарова, модель 
Силина, гибридные модели. 
Реферат 
На примере одномерного представления показано, что обнаруженный 
В. Е. Захаровым механизм нелинейного поглощения ленгмюровских колебаний 
в плазме оказывается применимым и для интенсивных полей в холодной плаз-
ме, описываемых моделью, разработанной В. П. Силиным. Процессы модуляци-
онной неустойчивости длинноволновых ленгмюровских колебаний в неизотер-
мической и в холодной плазме, для представления которых используют соответс-
твенно уравнения Захарова и Силина, оказываются подобны. Показано, что ура-
внения модели Захарова (применимые для неизотермической плазмы, в услови-
ях, когда плотность энергии поля меньше плотности тепловой энергии среды) 
могут быть получены из уравнений модели Силина (справедливых для низко-
температурной плазмы, когда плотность энергии поля существенно превышает 
плотность тепловой энергии среды) при уменьшении интенсивности поля накач-
ки. Отмечается, что гидродинамическое описание не вполне корректно предста-
вляет поведение частиц в неоднородном в пространстве поле, фактически прене-
брегая их инерцией, что формирует не только весьма мелкомасштабные и глубо-
кие каверны плотности плазмы, но и режимы с обострением. Так как особый ин-
терес представляет прямой механизм передачи энергии поля ионам, то детально 
рассматриваются так называемые гибридные модели (электроны описаны урав-
нениями квазигидродинамики, а ионы – частицами), что позволяет увидеть поя-
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вление групп быстрых ионов и преждевременное разрушение во множестве воз-
никающих различных каверн плотности из-за выгорания ВЧ поля и пересечения 
траекторий ионов. Подобные модели позволяют найти энергию, передаваемую 
ионам и коллективным НЧ степеням свободы. Использование для 1D моделиро-
вания ионов 
42 5 10   частиц (что в 3D модели соответствовало бы  13 1410 10  
частиц) позволяет без применения приближенных методов корректно рассмат-
ривать взаимодействие ионов с полем (и, кстати, дает возможность проверить 
эффективность приближенных методов). Проводится сравнение гибридных мо-
делей Захарова и Силина, причем особое внимание уделяется обсуждению ди-
намики нагрева ионов при неустойчивости интенсивных ленгмюровских колеба-
ний в неизотермической (модель Захарова) и холодной (модель Силина) плазме. 
В неизотермической плазме в условиях, когда плотность энергии поля меньше 
плотности тепловой энергии среды, доля энергии поля, которая передается ио-
нам, пропорциональна отношению энергии поля к тепловой энергии плазмы. 
В холодной плазме доля энергии поля, которая передается ионам, порядка от-
ношения инкремента к частоте, или, что практически то же самое, пропорциона-
льна кубическому корню из отношения масс электрона и иона. В случае тяжелых 
ионов энергия, переданная ионному компоненту, заметно меньше, чем для слу-
чая легких ионов. Причем доля энергии, переданная ионам, в случае холодной 
плазмы обратно пропорциональна кубическому корню из отношения массы эле-
ктрона к массе иона, а в случае горячей плазмы с ростом массы ионов падение 
доли энергии, переданной ионам, значительнее. Показано, что в обоих случаях 
можно говорить о температуре ионов, причем в модели Силина оказывается поч-
ти в два раза больше быстрых ионов, чем в модели Захарова. Интенсивность НЧ 
спектра (ионно-звуковые волны) в случае неизотермической плазмы (модель За-
харова) одного порядка в широком интервале волновых чисел. В холодной плаз-
ме (модель Силина) в НЧ спектре доминируют длинноволновые колебания. 
Уменьшение уровня поглощения ВЧ поля соответствует замедлению выгорания 
ВЧ поля в кавернах и уширяет спектр ВЧ мод, что приводит к углублению ка-
верн плотности плазмы, к увеличению кинетической энергии выталкиваемых из 
каверн ионов и росту температуры ионов. 
Ключевые слова: модуляционная неустойчивость, параметрическая не-
устойчивость, неизотермическая и холодная плазма, модель Захарова, модель 
Силина, гибридные модели. 
PACS numbers: 52.35.-g, 52.65.-y 
 
Загородній А.Г., Киричок О.В., Куклін В.М. Одномірні моделі модуляційної не-
стійкості інтенсивних ленгмюрівських коливань у плазмі на основі рівнянь  
Захарова і Силіна 
Анотацiя 
Розглянуто механізми розвитку модуляційної нестійкості інтенсивних  
ленгмюрівських коливань у плазмі в умовах, коли щільність енергії поля менше 
(модель Захарова) або більше (модель Силіна) щільності теплової енергії середо-
вища. На прикладі одновимірної моделі показано, що виявлений В.Є. Захаровим 
механізм нелінійного поглинання ленгмюрівських коливань в плазмі виявля-
ється застосовним і для інтенсивних полів у холодній плазмі, що описуються мо-
деллю, розробленою В. П. Силіним. Показано, що процеси модуляційної нестій-
кості ленгмюрівських коливань у неізотермічній і у холодній плазмі подібні. Де-
тально аналізуються гібридні моделі (електрони описані за допомогою рівнянь 
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квазігідродинаміки, а іони як частинки), які дозволяють досліджувати прямий 
механізм передачі енергії іонів у процесі розвитку нестійкості. 
Ключові слова: модуляційна нестійкість, параметрична нестійкість, неізо-
термічна та холодна плазма, модель Захарова, модель Силіна, гібридні моделі. 
Реферат 
На прикладі одновимірного розгляду показано, що виявлений В.Є. Заха-
ровим механізм нелінійного поглинання ленгмюрівських коливань у плазмі ви-
являється застосовним і для інтенсивних полів у холодній плазмі, що описується 
моделлю, яка розроблена В. П. Силіним. Процеси модуляційної нестійкості дов-
гохвильових ленгмюрівських коливань в неізотермічній і в холодній плазмі, для 
опису яких використовують відповідно рівняння Захарова і Силіна, виявляються 
подібні. Показано, що рівняння моделі Захарова (застосовані для неізотермічної 
плазми, в умовах, коли густина енергії поля менше щільності теплової енергії 
середовища) можуть бути отримані з рівнянь моделі Силіна (справедливих для 
низькотемпературної плазми, коли густина енергії поля істотно перевищує 
щільність теплової енергії середовища) при зменшенні інтенсивності поля нака-
чування. Відзначається, що гідродинамічний опис не цілком коректно описує 
поведінку частинок в неоднорідному в просторі полі, фактично нехтуючи їх інер-
цією, що формує не тільки вельми дрібномасштабні і глибокі каверни густини 
плазми, але і режими з загостренням. Оскільки особливий інтерес представляє 
прямий механізм передачі енергії поля іонам, то детально розглядаються так 
звані гібридні моделі (електрони описані рівняннями квазігідродинаміки,  
а іони – частинками), що дозволяє побачити появу груп швидких іонів та перед-
часне руйнування численних каверн густини через вигоряння ВЧ поля і перетин 
траєкторій іонів. Подібні моделі дозволяють знайти енергію, передану іонам 
і колективним НЧ ступеням свободи. Використання для 1D моделювання іонів 
42 5 10  частинок (що в 3D моделі відповідало б 13 1410 10 частинок) дозволяє 
без застосування наближених методів коректно розглядати взаємодію іонів з по-
лем (і, до речі, дає можливість перевірити ефективність наближених методів). 
Проводиться порівняння гібридних моделей Захарова і Силіна, причому особли-
ва увага приділяється обговоренню динаміки нагріву іонів при нестійкості інтен-
сивних ленгмюрівських коливань в неізотермічній (модель Захарова) і холодній 
(модель Силіна) плазмі. У неізотермічній плазмі в умовах, коли густина енергії 
поля менше густини теплової енергії середовища, частка енергії поля, яка пере-
дається іонам, пропорційна відношенню енергії поля до теплової енергії плазми. 
У холодній плазмі частка енергії поля, яка передається іонам, за порядком дорі-
внює відношенню інкременту нестійкості до частоти, або, що практично те ж са-
ме, пропорційна кубічному кореню з відношення мас електрона і іона. У разі 
важких іонів енергія, передана іонному компоненту, помітно менше, ніж для 
випадку легких іонів. Причому частка енергії, передана іонам, в разі холодної 
плазми пропорційна кубічному кореню з відношення маси електрона до маси 
іона, а в разі гарячої плазми з ростом маси іонів падіння частки енергії, переда-
ної іонам, збільшується. Показано, що в обох випадках можна говорити про тем-
пературу іонів, причому в моделі Силіна виявляється майже в два рази більше 
швидких іонів, ніж в моделі Захарова. Інтенсивність НЧ спектра (іонно-звукові 
хвилі) в разі неізотермічної плазми (модель Захарова) одного порядку в широко-
му інтервалі хвильових чисел. У холодній плазмі (модель Силіна) в НЧ діапазо-
ні домінують довгохвильові коливання. Зменшення рівня поглинання ВЧ поля 
відповідає уповільненню вигоряння ВЧ поля в кавернах і розширенню спектра 
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ВЧ мод, що призводить до поглиблення каверн густини плазми, до збільшення 
кінетичної енергії іонів, які виштовхуються з каверн,  і росту температури іонів. 
Ключові слова: модуляційна нестійкість, параметрична нестійкість, неізо-
термічна та холодна плазма, модель Захарова, модель Силіна, гібридні моделі. 
PACS numbers: 52.35.-g, 52.65.-y 
 
Zagorodny A. G., Kirichok A. V., Kuklin V. M. 1D models of the modulational 
instability of intense Langmuir waves in plasma based on Zakharov’s and Silin’s 
equations 
Annotation 
The modulational instability mechanisms of intense Langmuir oscillations in 
a plasma are reviewed both for field energy densities below (Zakharov's model) and 
above (Silin's model) the plasma's thermal energy density. It is shown by a one-
dimensional example that V E Zakharov's mechanism involving nonlinear absorp-
tion of Langmuir oscillations in plasma also holds for intense cold plasma fields de-
scribed by V P Silin's model. It is also shown that the development mechanisms of 
the modulational instability of Langmuir oscillations are similar for nonisothermal 
and cold plasmas. Hybrid models treating electrons quasihydrodynamically and ions 
as particles are analyzed in detail, which allows the study of the direct mechanism 
by which energy is transferred to ions in the instability development process. 
Keywords: modulational instability, parametric instability, noni-sothermal 
and cold plasmas, Zakharov's model, Silin's model, hybrid models. 
 
Abstract 
It is shown by the example of 1D representation, that the mechanism of 
nonlinear absorption of Langmuir waves in a non-isothermal plasma, discovered by 
V.E. Zakharov [1], is turns out to be applicable for intense fields in a cold plasma, 
described by the model developed by V.P. Silin [2,3]. The processes of long-wave 
modulation instability of Langmuir oscillations in a non-isothermal, and in a cold 
plasma, which are described by Zakharov’s and Silin’s equations respectively, occur 
to be similar. It has been demonstrated that the equations of Zakharov’s model 
(applicable to non-isothermal plasma, when the field energy density is less than the 
thermal energy density of the medium) can be obtained from the equations of Silin’s 
model (usable for a low-temperature plasma, when the field energy density is 
significantly higher than the thermal energy density) with reducing the intensity of 
the pump field. 
It is noted that the hydrodynamic description is not entirely suited for 
description of the behavior of particles in a spatially non-uniform field, since it 
neglects their inertia that leads to formation of not only small-scale and deep plasma 
density caverns but also to blow-up regimes. 
Since the mechanism of direct energy transfer from the field to ions is of 
particular interest, the detailed examination of the so-called hybrid models (the 
electrons are described by the equations of quasi-hydrodynamics, and the ions as 
particles) is presented that allows to study in details the appearance of groups of fast 
ions and premature collapsing of density caverns due to burnout of the HF field and 
the intersection of ion trajectories. These models enable calculation of the energy 
transferred to the ions and collective LF modes. The use of 
42 5 10   particles for 
1D modelling of ion dynamics (that corresponds to 
13 1410 10  particles in 3D 
modelling) allows correct consideration of interaction between the ions and plasma 
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field without using of approximate methods (and besides, gives an opportunity to 
test the effectiveness of approximate methods). 
A comparison of Zakharov’s and Silin’s hybrid models is presented with 
particular attention to consideration of the dynamics of ion heating with 
development of the intense plasma wave instability in a non-isothermal (Zakharov’s 
model) and cold (Silin’s model) plasma. In a non-isothermal plasma, when the field 
energy density is less than the thermal energy density, the portion of the field 
energy which is transferred to the ions is proportional to the ratio of the field energy 
to the thermal energy of the plasma. In a cold plasma, the field energy transferred to 
the ions is of the order of the ratio of the increment to the frequency, or that 
practically the same, to the cube root of the electron-ion mass ratio. For heavy ions, 
the energy transferred to the ionic component is much smaller than for light ions. 
Moreover, the amount of energy transferred to ions in the cold-plasma case is 
inversely proportional to the cube root of the ion mass, while in the hot-plasma case 
the portion of energy transferred to ions decreases with the ion-mass growth faster. 
It is shown that in both cases it is possible to speak about the ion 
temperature, and the number of fast ions is almost twice as much in Silin’s model 
than in Zakharov’s model. The intensity of modes of the LF spectrum (ion-acoustic 
waves) in the case of a non-isothermal plasma (Zakharov’s model) occurs to be of the 
same order in a wide range of wave numbers. In a cold plasma (Silin’s model), the 
long-wave oscillations dominate in the LF spectrum. The decrease of the damping 
rate of the HF field corresponds to the inhibition of the HF field burnout in the 
cavities and leads to the broadening of the HF spectrum that causes the deepening of 
the cavities and increase of the temperature of ions ejected from them. 
Keywords: modulational instability, parametric instability, non-isothermal 
and cold plasmas, Zakharov's model, Silin's model, hybrid models. 
PACS numbers: 52.35.-g, 52.65.-y 
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тический подход // Проблемы теоретической физики. Научные труды. 
Выпуск 2 / В. А. Буц, А. Г. Загородний, А. В. Киричок, В. М. Конторович, 
В. М. Куклин, А. А. Рухадзе, В. П. Силин, А. В. Тур, В. В. Яновский; под 
общей редакцией А. Г. Загороднего, Н. Ф. Шульги, ред. вып. В. М. Кук-
лин. – Х. : ХНУ имени В. Н. Каразина, 2016. – Вып. 2 – 376 с. (Серия 
«Проблемы теоретической и математической физики. Научные труды»). 
 
Аннотация 
Обзор посвящен кинетическим уравнениям слабой турбулентности, вклю-
чая точные методы получения неравновесных распределений. Представлены 
прозрачные квантово-механические аналогии. Для описания взаимодействий 
когерентных и стохастических систем используется гамильтонов формализм. 
Особое место уделяется астрофизическим приложениям. Приведены примеры 
применения кинетического уравнения Смолуховского к анализу процессов слия-
ния галактик и формирования их спектров масс. Рассмотрены нелокальные рас-
пределения и частично когерентные системы. 
Ключевые слова: стохастические кинетические уравнения, нелинейные 
процессы в астрофизике, слияние галактик. 
Реферат 
Данный обзор посвящен кинетическим уравнениям для волн (и частиц) и 
получению на их основе степенных слаботурбулентных распределений. Эти су-
щественно неравновесные распределения обладают определенной универсаль-
ностью и часто реализуются в природе в условиях, когда источник и сток энергии 
(или других сохраняющихся величин) разнесены по частотам или длинам волн, 
и между ними формируется поток сохраняющейся величины по спектру, параме-
тризующий распределения подобно тому, как температура параметризует рав-
новесные распределения. Характерная для слабой турбулентности малость энер-
гии взаимодействия по сравнению с полной энергией волнения позволяет  
использовать теорию возмущений и описывать турбулентность с помощью за-
мкнутых систем кинетических уравнений для функций распределения. Описа-
ние слабой турбулентности оказывается аналогичным кинетическому описанию 
слабо неидеального газа. Роль функции распределения играет величина N
k
, 
пропорциональная среднему квадрату амплитуды волны с волновым вектором 
k . Наиболее просто кинетическое уравнение для N
k
может быть получено с по-
мощью квантово-механической аналогии с использованием понятий спонтанного 
и вынужденного излучения, введенных А. Эйнштейном. Идеи (слабой или вол-
новой) колмогоровской турбулентности были распространены на новые объекты, 
и это привело к результатам, важным для понимания структуры самих слабо-
турбулентных потоковых спектров. Стационарные решения систем кинетических 
уравнений приводят к степенным спектрам как для волн, так и для частиц (при 
наличии потока по их спектру). Существование равновесных и турбулентных 
стационарных решений поставило вопрос о том, каким должно быть распределе-
ние при совместном воздействии термостата, формирующего равновесный, и ис-
точника, формирующего турбулентный спектр. Оказывается, что одновременное 
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наличие потока и температуры приводит к формированию единого распределе-
ния, вид которого существенно зависит от соотношения между потоками и тем-
пературой. Типичным для него является возникновение промежуточной асимп-
тотики, существенно искажающей «хвосты» распределения при самых малых 
потоках. В качестве примера турбулентной системы с потоком по спектру рассмо-
трен плазменный турбулентный реактор. Наблюдательные данные последних 
трех десятилетий, в особенности данные космического телескопа Хаббла и круп-
нейших наземных телескопов, дают убедительные доказательства определяю-
щей роли слияний в космогонии галактик.  Корреляция между активностью га-
лактик, их взаимодействием и слияниями также является сейчас уже хорошо 
установленным наблюдательным фактом. Это позволило сформулировать мо-
дель, описывающую эволюцию функции распределения масс галактик на основе 
стохастического кинетического уравнения Смолуховского. Оказалось, что в сис-
теме сливающихся галактик происходит аналог кинетического фазового перехо-
да Стокмайера. Система разделяется на две фазы: гигантскую галактику, в ко-
торой заключена макроскопическая часть массы, и много мелких галактик. Воз-
никающую гигантскую галактику можно отождествить с реальными  
c D-галактиками в центрах групп и скоплений. Среди мелких большинство сос-
тавляют галактики, ни разу не испытавшие слияния. Процесс слияний может 
носить взрывной характер, и «эпоха квазаров» может соответствовать эпохе «сбор-
ки» массивных галактик из строительных блоков путем «сильных» слияний 
(major mergers) с галактикой сравнимой массы. 
Ключевые слова: стохастические кинетические уравнения, нелинейные 
процессы в астрофизике, слияние галактик. 
PACS numbers: 05.10.Gg, 98.62. Ck, 98.65.Fz 
 
Конторович В. М. Лінійні і нелінійні хвилі: елементарне введення в теорію із 
застосуванням до фізики плазми та астрофізики. Стохастичний підхід 
Анотація 
Огляд присвячений кінетичним рівнянням слабкої турбулентності, вклю-
чаючи точні методи виведення нерівноважних розподілів. Представлені прозорі 
квантово-механічні аналогії. Для опису взаємодій когерентних і стохастичних 
систем використовується гамільтонів формалізм. Особливе місце приділяється 
астрофізичним застосуванням. Наведені приклади використання кінетичного 
рівняння Смолуховського для аналізу процесів злиття галактик і формування їх 
спектрів мас. Розглянуті нелокальні розподіли і частково когерентні системи. 
Ключові слова: стохастичні кінетичні рівняння, нелінійні процеси в астро-
фізиці, злиття галактик. 
Реферат 
Даний огляд присвячено кінетичним рівнянням для хвиль (і частинок) та 
отриманню на їх основі степеневих слаботурбулентних розподілів. Ці суттєво 
нерівноважні розподіли мають певну універсальність і часто реалізуються в 
природі в умовах, коли джерело та стік енергії (або інших величин, що зберіга-
ються) рознесені по частотах або довжинах хвиль, і між ними формується потік 
по спектру величини, що зберігається, який параметризує розподіл подібно до 
того, як температура параметризує рівноважні розподіли. Характерна для слаб-
кої турбулентності малість енергії взаємодії в порівнянні з повною енергією хви-
лювання дозволяє використовувати теорію збурень і описувати турбулентність за 
допомогою замкнутих систем кінетичних рівнянь для функцій розподілу. Опис 
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слабкої турбулентності виявляється аналогічним кінетичному опису слабо неіде-
ального газу. Роль функції розподілу відіграє величина N
k
, пропорційна серед-
ньому квадрату амплітуди хвилі з хвильовим вектором k . Найбільш просто кі-
нетичне рівняння для N
k
 може бути отримано за допомогою квантово-
механічної аналогії з використанням понять спонтанного і вимушеного випромі-
нювання, введених А. Ейнштейном. Ідеї (слабкої або хвильової) колмогорівської 
турбулентності були поширені на нові об'єкти, і це привело до результатів, важ-
ливих для розуміння структури самих слаботурбулентних потокових спектрів. 
Стаціонарні рішення систем кінетичних рівнянь призводять до степеневих спек-
трів як для хвиль, так і для частинок (при наявності потоку по їх спектру). Існу-
вання рівноважних і турбулентних стаціонарних рішень поставило питання про 
те, яким має бути розподіл при спільному впливі термостата, що формує рівно-
важний спектр, і джерела, яке формує турбулентний спектр. Виявляється, що 
одночасна наявність потоку і температури призводить до формування єдиного 
розподілу, вид якого істотно залежить від співвідношення між потоками і темпе-
ратурою. Типовим для нього є виникнення проміжної асимптотики, що істотно 
спотворює «хвости» розподілу при найменших потоках. Як приклад турбулентної 
системи з потоком по спектру розглянуто плазмовий турбулентний реактор. Дані 
спостереження останніх трьох десятиліть, особливо дані космічного телескопа 
Хаббла і найбільших наземних телескопів, дають переконливі докази визнача-
льної ролі злиття в космогонії галактик. Кореляція між активністю галактик і їх 
взаємодією та злиттям також є зараз вже добре встановленим фактом, підтвер-
дженим багатьма спостереженнями. Це дозволило сформулювати модель, що 
описує еволюцію функції розподілу галактичних мас на основі стохастичного 
кінетичного рівняння Смолуховського. Виявилося, що в системі галактик, що 
зливаються, відбувається аналог кінетичного фазового переходу Стокмайера. 
Система поділяється на дві фази: гігантську галактику, в якій міститься макро-
скопічна частина маси, і багато дрібних галактик. Гігантську галактику, що ви-
никає при цьому, можна ототожнити з реальними cD-галактиками в центрах 
груп і скупчень. Серед дрібних більшість становлять галактики, що жодного разу 
не випробували злиття. Процес злиття може мати вибуховий характер, і «епоха 
квазарів» може відповідати епосі «збирання» масивних галактик з будівельних 
блоків шляхом «сильних» злиттів (major mergers) з галактикою порівнянної маси. 
Ключові слова: стохастичні кинетичні рівняння, нелінійні процеси в аст-
рофізиці, злиття галактик. 
PACS numbers: 05.10.Gg, 98.62. Ck, 98.65.Fz 
 
Kontorovich V. M. Linear and nonlinear waves: An elementary introduction to the 
theory with applications to plasma physics and astrophysics. Stochastic approach 
Annotation 
The review focuses on the kinetic equations of weak turbulence, including the 
accurate methods for deriving non-equilibrium distributions. The transparent 
quantum-mechanical analogies are presented. The Hamiltonian formalism is used 
for describing the interaction between coherent and stochastic systems. Emphasis is 
put on the astrophysical applications. The examples are presented of application of 
the Smoluchowski kinetic equation to analysis of the galaxy mergers and formation 
of their mass spectra. The non-local distributions and partially coherent system are 
considered. 
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Keywords: stochastic kinetic equations, nonlinear processes in astrophysics, 
galaxy mergers. 
Abstract 
This review focuses on the kinetic equations for waves (and particles) and 
power-series weakly turbulent distributions derived from them. These essentially 
non-equilibrium distributions have a certain universality and often may be detected 
in nature under conditions, when the source and drain of the energy (or any other 
conserved quantity) are separated on frequency or wavelength and the spectrum flux 
of the conserved quantity appears, which parametrizes the distribution just as the 
temperature parametrizes the equilibrium distributions. The smallness of 
interaction energy as compared to the total energy of wave perturbations, which is 
typical for the weak turbulence allows the use of the perturbation theory to describe 
the turbulence by a closed system of kinetic equations for the distribution function. 
The consideration of the weak turbulence is analogous to the kinetic description of a 
weakly non-ideal gas.  The value N
k
, which is proportional to the mean square of 
the amplitude of the wave with wave vector k , plays the role of the distribution 
function. The simplest method for deriving the kinetic equation for N
k
 is a use of 
the quantum-mechanical analogy and applying the concept of the spontaneous and 
stimulated emission introduced by Einstein. The ideas of (weak or wave) Kolmogorov 
turbulence have been extended to new objects and this has led to results important 
for understanding of the structure of weakly turbulent flow spectra. The stationary 
solutions of systems of kinetic equations lead to the power spectra for both wave and 
particle (if there is a flow in their spectrum). The existence of equilibrium and 
turbulent stationary solutions raised the question of what should be a distribution 
function under the combined action of the thermostat, which forms an equilibrium, 
and the source, forming a turbulent spectrum. It turns out that the simultaneous 
presence both of the flow and temperature lead to the formation of uniform 
distribution, which form essentially depends on the ratio between the flow and 
temperature. The formation of the intermediate asymptotic behavior significantly 
distorting the distribution "tails" at very low flows is typical for this situation. As an 
example of a turbulent system with the spectrum flow, the turbulent plasma reactor 
is considered. The observation data of  recent three decades, in particular the Hubble 
Space Telescope data and the largest ground-based telescopes, gives strong evidence 
of the determinative role of mergers in the cosmogony of galaxies. The correlation 
between the galaxies activity and their interactions and mergers is also well 
established observational fact now. This has allowed formulation of a model 
describing the evolution of the galaxy mass distribution function based on the 
stochastic kinetic Smoluchowski equation. It turned out that the processes in the 
system of merging galaxies are analogous to the Stockmayer-type kinetic phase 
transition. The system breaks down into two phases: a giant galaxy which contains 
the macroscopic part of the initial mass and a lot of small galaxies. The giant galaxy 
can be identified with real cD-galaxies located in the centers of groups and clusters. 
Among the small galaxies, the major part never participated in merging. The 
merging process may be explosive and "epoch of quasar" may correspond to the era of 
"assembly" of massive galaxies from the building blocks by major mergers with a 
galaxy of comparable mass. 
Keywords: stochastic kinetic equations, nonlinear processes in astrophysics, 
galaxy mergers. 
PACS numbers: 05.10.Gg, 98.62. Ck, 98.65.Fz  
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Буц В. А.  Регулярная и хаотическая динамика заряженных частиц при 
взаимодействиях волна-частица // Проблемы теоретической физики.  
Научные труды. Выпуск 2 / В. А. Буц, А. Г. Загородний, А. В. Киричок, 
В. М. Конторович, В. М. Куклин, А. А. Рухадзе, В. П. Силин, А. В. Тур, 
В. В. Яновский; под общей редакцией А. Г. Загороднего, Н. Ф. Шульги, 
ред. вып. В. М. Куклин. – Х. : ХНУ имени В. Н. Каразина, 2016. – Вып. 2 – 
376 с. (Серия «Проблемы теоретической и математической физики. Науч-
ные труды»). 
Аннотация 
Изложены результаты исследования регулярной и хаотической динамики 
при взаимодействиях типа волна-частица. Определены условия, при которых 
заряженные частицы могут приобретать энергию от лазерного поля, а также 
условия, при которых частицы могут отдавать свою энергию лазерному полю. 
Обнаружено, что существуют условия, при которых силы трения, в частности 
силы радиационного трения, не тормозят частицы, а способствуют их ускорению.   
При наличии постоянного магнитного поля динамика частиц существенно обо-
гащается. Если амплитуда волны не слишком велика или выполнены условия 
авторезонанса, тогда динамика частиц в этих полях регулярная. Показано, что 
динамика частиц при авторезонансе аномально чувствительна к флуктуациям. 
Аддитивные флуктуации ведут к супердиффузии, а мультипликативные – 
к флуктуационной неустойчивости. Если же поля достаточно большие, так что 
происходит перекрытие нелинейных циклотронных резонансов, то динамика 
становится хаотической. Хаотическая же динамика возникает и в случае, если 
частица движется в поле нескольких электромагнитных волн. Это так называе-
мые схемы ЛСЭ и ОЛСЭ. Показано, что во всех этих схемах развиваются режи-
мы с динамическим хаосом. Изучены особенности регулярной и хаотической ди-
намики частиц во всех этих случаях. Анализ динамики ведущих центров пока-
зал, что имеются параметры, при которых нарушается теорема о непрерывной 
зависимости решений от параметров. При этом возможно эффективное разделе-
ние частиц, например, по их массам. Важным результатом является обобщение 
парадигм динамического хаоса. Показано, что учет особых решений приводит 
к возникновению режимов с нерегулярной динамикой в системах с одной степе-
нью свободы и даже в полностью интегрируемых системах. Приведены примеры.  
Ключевые слова: регулярная динамика, хаотическая динамика, ускоре-
ние, нелинейные резонансы, циклотронные резонансы, авторезонанс, особые 
решения, парадигмы динамического хаоса. 
Реферат 
Изложены результаты исследований динамики заряженных частиц в элек-
тромагнитных полях. Динамика может оказаться как регулярной, так и хаотичес-
кой. Изложение результатов разбито на две части. В первой изложены наиболее 
важные результаты регулярной динамики частиц, во второй – хаотической дина-
мики частиц. Перечислим наиболее интересные результаты. Были получены об-
щие выражения для импульса и координаты частицы в лабораторной системе от-
счета. Эти выражения позволяют изучать проблему обмена энергией между элект-
ромагнитной волной и потоком заряженных частиц. Используя эти результаты, 
были предложены новые схемы лазеров на свободных электронах, а также новые 
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схемы ускорения заряженных частиц. Во всех этих исследованиях существенным 
фактом было отсутствие ограничения на величину напряженности электромагни-
тных полей. Было показано, что силы трения (в том числе и силы радиационного 
трения), которые действуют на заряженные частицы, могут не тормозить частицы, 
а способствовать их ускорению в поле, например, лазерного излучения. Найдены 
условия, когда силы трения тормозят частицы и когда они способствуют их ускоре-
нию. Наличие постоянного магнитного поля существенно обогащает динамику 
частиц. При этом, если амплитуда волны оказывается достаточно маленькой или 
выполнены условия, близкие к условиям авторезонанса, то динамика, в основном, 
определяется одним изолированным резонансом и регулярна. Построена самосог-
ласованная теория приборов, которые можно рассматривать как мазеры на цикло-
тронных резонансах (МЦР). Если же амплитуды возбуждаемых волн становятся 
достаточно большими, так что происходит перекрытие нелинейных циклотронных 
резонансов, то динамика частиц и возбуждаемых ими волн становится хаотичес-
кой. Показано, что развитие динамического хаоса ограничивает уровень возбуж-
даемого в МЦР поля. Эффективность таких приборов падает. Интересным являет-
ся результат исследования рассматриваемых систем в условиях, при которых на-
рушается теорема о непрерывной зависимости решений от параметров. В этих 
условиях можно провести эффективное разделение частиц, например, по их мас-
сам.  Показано, что в условиях авторезонанса ширина нелинейного резонанса 
стремится к бесконечности. Однако расстояние между резонансами растет еще 
быстрее. В результате нелинейные резонансы не перекрываются, и режимы с ди-
намическим хаосом не возникают. Для многих приложений — это очень полезный 
результат. Однако оказалось, что в условиях авторезонанса динамика частиц ано-
мально чувствительна к флуктуациям. Наличие аддитивных флуктуаций ведет к 
супердиффузии, а мультипликативные флуктуации ведут к флуктуационной не-
устойчивости. При этом высшие моменты растут быстрее низших моментов, и та-
кие процессы не могут быть описаны традиционными кинетическими уравнения-
ми. Надо использовать либо уравнения с дробными производными, либо пользо-
ваться методом моментов. Хаотическая динамика частиц возникает и в том случае, 
когда частицы находятся в поле нескольких волн. Обнаружено, что во всех схемах 
ЛСЭ и схемах ОЛСЭ развивается режим с динамическим хаосом. Это нежелатель-
ные режимы. Они ограничивают эффективность, и ухудшают качество возбуждае-
мых полей (в ЛСЭ) и качество ускоряемых сгустков (в ОЛСЭ). Однако эти же ре-
жимы могут быть основой новых эффективных схем нагрева плазмы до термояде-
рных температур. В обзоре показано, что учет особых решений требует пересмотра 
основных парадигм динамического хаоса. Действительно, учет таких решений 
приводит к возможности реализации режимов с нерегулярной динамикой в систе-
мах с одной степенью свободы и даже в динамических системах, которые полнос-
тью интегрируются. Особые решения необходимо учитывать при исследовании 
многих важных физических систем. Многие линейные системы при преобразова-
нии переменных превращаются в нелинейные. Наиболее известными примерами 
этому служат переходы от уравнений квантовой механики к уравнениям класси-
ческой механики, а также переход от волновой оптики к геометрической оптике. 
При этом в новых переменных могут реализоваться режимы с хаотической дина-
микой. В обзоре показано, что такие замены могут быть полезными во многих дру-
гих случаях. В частности, используя такой подход, удалось обнаружить новый ме-
ханизм многофотонного возбуждения квантовых систем. Кроме того, используя 
такой подход, удалось показать, что практически любую регулярную функцию 
можно представить в виде комбинации функций с хаотическим поведением. 
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Буц В. О. Регулярна та хаотична динаміка заряджених частинок при взаємодії 
хвиля-частинка  
 
Анотація 
Викладено результати дослідження регулярної та хаотичної динаміки при 
взаємодіях типу хвиля-частинка. Визначені умови, при яких заряджені частин-
ки можуть здобувати енергію від лазерного поля, а також умови, при яких час-
тинки можуть віддавати свою енергію лазерному полю. Виявлено, що існують 
умови, при яких сили тертя, зокрема сили радіаційного тертя, не гальмують час-
тинки, а сприяють їхньому прискоренню. При наявності постійного магнітного 
поля динаміка частинок суттєво збагачується. Якщо амплітуда хвилі не занадто 
велика або виконані умови авторезонансу, тоді динаміка частинок у цих полях 
регулярна. Показано, що динаміка при авторезонансі аномально чутлива до 
флуктуацій. Адитивні флуктуації ведуть до супердифузії, а мультиплікативні – 
до флуктуаційної нестійкості. Якщо ж поля достатньо великі, так що відбуваєть-
ся перекриття нелінійних циклотронних резонансів, то динаміка стає хаотич-
ною. Хаотична ж динаміка виникає й у випадку, якщо частинка рухається в полі 
декількох електромагнітних хвиль. Це так звані схеми ЛСЕ й ОЛСЕ. Показано, 
що у всіх цих схемах розвиваються режими з динамічним хаосом. Вивчені особ-
ливості регулярної й хаотичної  динаміки частинок у всіх цих випадках. Аналіз 
динаміки провідних центрів показав, що є параметри, при яких порушується 
теорема про безперервну залежність рішень від параметрів. При цьому можливе 
ефективне розділення частинок, наприклад, за їхніми масами. Важливим ре-
зультатом є узагальнення парадигм динамічного хаосу. Показано, що облік осо-
бливих рішень приводить до виникнення режимів з нерегулярною динамікою 
в системах з одним ступенем свободи й навіть у повністю інтегрувальних систе-
мах. Наведено приклади.  
Ключові слова: регулярна динаміка, хаотична динаміка, прискорення, 
нелінійні резонанси, циклотронні резонанси, авторезонанс, особливі рішення, 
парадигми динамічного хаосу. 
Реферат 
Викладено результати досліджень динаміки заряджених частинок в елек-
тромагнітних полях. Динаміка може бути як регулярною, так і хаотичною. Прак-
тично всі дослідження були виконані в ННЦ "ХФТІ" та в Харківському націона-
льному університеті імені В. Н. Каразіна. Виклад результатів розбитий на дві 
частини. У першій викладені найбільш важливі результати регулярної динамі-
ки частинок, у другій – хаотичної динаміки частинок. Перелічимо найцікавіші 
результати. Були отримані загальні вирази для імпульсу й координати частинки 
в лабораторній системі відліку. Ці вирази дозволяють вивчати проблему обміну 
енергією між електромагнітною хвилею й потоком заряджених частинок. Вико-
ристовуючи ці результати, були запропоновані нові схеми лазерів на вільних 
електронах, а також нові схеми прискорення заряджених частинок у вакуумі. 
У всіх цих дослідженнях істотним фактом була відсутність обмеження на вели-
чину напруженості електромагнітних полів. Було показано, що сили тертя 
(у тому числі й сили радіаційного тертя), які діють на заряджені частинки, мо-
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жуть не гальмувати частинки, а сприяти їхньому прискоренню в полі, напри-
клад, лазерного випромінювання. Знайдені умови, коли сили тертя гальмують 
частинки, й коли вони сприяють їхньому прискоренню. Наявність постійного 
магнітного поля суттєво збагачує динаміку частинок. При цьому, якщо ампліту-
да хвилі виявляється досить маленькою або виконані умови, близькі до умов ав-
торезонансу, то динаміка, в основному, визначається одним ізольованим резона-
нсом і регулярна. Побудована самоузгоджена теорія приладів, які можна розг-
лядати як мазери на циклотронних резонансах (МЦР). Якщо ж амплітуди збуд-
жуючих хвиль стають досить великими, так що відбувається перекриття нелі-
нійних циклотронних резонансів, то динаміка частинок і збуджуючих ними 
хвиль стає хаотичною. Показано, що розвиток динамічного хаосу обмежує рівень 
збуджуваного в МЦР поля. Ефективність таких приладів падає. Цікавим є ре-
зультат дослідження розглянутих  систем в умовах, при яких порушується тео-
рема про безперервну залежність рішень від параметрів. В цих умовах можливо 
провести ефективний розподіл частинок, наприклад за масами.  Показано, що 
в умовах авторезонансу ширина нелінійного резонансу прямує до нескінченнос-
ті. Однак відстань між резонансами зростає ще швидше. У результаті нелінійні 
резонанси не перекриваються, й режими з динамічним хаосом не виникають. 
Для багатьох додатків це дуже обнадійливий результат. Однак виявилося, що 
в умовах авторезонансу динаміка частинок аномально чутлива до флуктуацій. 
Наявність адитивних флуктуацій веде до супердифузії, а мультиплікативні 
флуктуації ведуть до флуктуаційної нестійкості. При цьому вищі моменти  рос-
туть швидше нижчих моментів, і такі процеси не можуть бути описані традицій-
ними кінетичними рівняннями. Треба використовувати або рівняння із дробо-
вими похідними, або користуватися методом моментів. Хаотична динаміка час-
тинок виникає й у тому випадку, коли частинки перебувають у полі декількох 
хвиль. Показано, що у всіх схемах ЛВЕ й схемах ОЛВЕ розвивається режим 
з динамічним хаосом. Це небажані режими. Вони обмежують ефективність і по-
гіршують якість збуджуючих полів (у ЛВЕ) і якість згустків, що прискорюються 
(в ОЛВЕ). Однак ці ж режими можуть бути основою нових ефективних схем на-
гріву плазми до термоядерних температур. В огляді показано, що облік особли-
вих рішень вимагає перегляду основних парадигм динамічного хаосу. Дійсно, 
облік таких рішень приводить до можливості реалізації режимів з нерегулярною 
динамікою в системах з одним ступенем свободи й навіть у динамічних системах, 
які повністю інтегруються. Показано, що особливі рішення необхідно враховува-
ти при дослідженні багатьох важливих фізичних систем. Багато лінійних систем 
при перетворенні змінних перетворюються на нелінійні. Найбільш відомими 
прикладами цьому стають переходи від рівнянь квантової механіки до рівнянь 
класичної механіки, а також перехід від хвильової оптики до геометричної опти-
ки. При цьому в нових змінних можуть реалізуватися режими з хаотичною ди-
намікою. В огляді показано, що такі заміни можуть бути корисними у багатьох 
інших випадках. Зокрема,  використовуючи такий підхід, вдалося виявити новий 
механізм багатофотонного збудження квантових систем. Крім того, використову-
ючи такий підхід, вдалося показати, що практично будь-яку регулярну функцію 
можна представити у вигляді комбінації функцій з хаотичною поведінкою. 
Ключові слова: регулярна динаміка, хаотична динаміка, прискорення, 
нелінійні резонанси, циклотронні резонанси, авторезонанс, особливі рішення, 
парадигми динамічного хаосу.  
PACS numbers: 41.60.Сr, 41.75.Lx, 05.40.-a, 05.45.-a, 52.35.Mw 
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Butz V.A. Regular and chaotic dynamics of charged particles under the action of 
wave-particle interaction 
 
Annotation 
The results are presented on the study of regular and chaotic dynamics of the 
wave-particle type interactions. The conditions when charged particles can gain 
energy from the laser field, and the conditions when particles can give their energy 
to the laser field, were found. It was revealed that there are conditions, under which 
the friction forces, in particular the radiation friction forces, do not decelerate 
particles, but promote their acceleration. In the presence of a magnetostatic field the 
particle dynamics becomes significantly enriched: in such fields the particle 
dynamics is regular if the wave amplitude is not too high, or the self-resonance 
conditions are satisfied. It was shown that the particle dynamics at autoresonance is 
abnormally sensitive to fluctuations. The additive fluctuations lead to 
superdiffusion, and the multiplicative fluctuations – to fluctuation instability. If the 
fields are high enough and overlapping of nonlinear cyclotron resonances does occur, 
the dynamics becomes chaotic. The chaotic dynamics appears also if particles are 
moving in the field of several electromagnetic waves.  These are so-called FEL and 
inverse FEL schemes, correspondingly.  It is shown that in all these schemes the 
modes with dynamic chaos do develop. The features of regular and chaotic dynamics 
of particles in all these cases were studied.  When analyzing the dynamics of particle 
guiding centers, it was shown that there are parameters under which the theorem 
about continuous dependence of solutions on the parameters is violated. In such 
cases the possibility arises for effective separation of particles, like, i.e., weight 
separation.  An important result is a generalization of the paradigms of the dynamic 
chaos. It is shown that accounting of singular solutions leads to appearance of the 
regimes with irregular dynamic in the systems with one degree of freedom, and even 
in the fully integrated systems. Some examples are presented. 
Keywords: regular dynamics, chaotic dynamics, acceleration, nonlinear 
resonances, cyclotron resonances, autoresonance, singular solutions, the paradigm of 
dynamic chaos. 
Abstract 
The results of researches on dynamics of charged particles in electromagnetic 
fields are stated. The dynamics can be both regular and chaotic. Practically, all 
investigations were provided in the National Science Center ―Kharkov Institute 
Physics and Technology‖ and in the V.N.Karazin National Kharkov University. The 
presentation of the results is partitioned to two parts. The first part outlines the 
most important results on regular dynamics of particles, and the second – on the 
chaotic dynamics of particles. The most interesting results are shortly enumerated 
below. General expressions for particle momentum and position in the laboratory 
frame were obtained. The expressions allow to study the problem of the energy 
exchange between the electromagnetic wave and the flux of charged particles. Using 
the obtained results, new schemes of lasers on free electrons and new schemes of 
acceleration of charged particles were proposed. In all these studies, a significant 
fact was the absence of limits on the intensity of the electromagnetic fields. It was 
shown that the force of friction (including the force of radiation friction) that act on 
charged particles, can not only decelerate particles but promote their acceleration, 
i.e., in the field of laser emission. The conditions are found when the friction leads to 
deceleration of particles, and when it promotes their acceleration. In the presence of 
magnetostatic field the dynamics of the particles gets significantly richer. In this 
case, if the amplitude of the wave is small enough or the conditions are close to 
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autoresonant conditions, the dynamics is mainly determined by only one isolated 
resonance and is regular. This is the base of the self-consistent theory which can be 
considered as the theory of masers on cyclotron resonance (MCR). If the amplitudes 
of the excited waves become so large that overlapping of nonlinear cyclotron 
resonances occurs, the dynamics of particles and the waves excited by them becomes 
chaotic. It has been shown that development of dynamic chaos results in limitation 
of the level of MCR field, what leads to decreasing of such devices efficiency. An 
interesting result is the result obtained for conditions when the theorem about 
continuous dependence of solutions from parameters is violated. In such conditions, 
as shown, there is a possibility to have an effective mechanism for separation of 
particles, for example, using their difference in masses. It was shown that in the 
conditions of the autoresonance the width of the nonlinear resonance tends to 
infinity. However, the distance between resonances is growing even faster. As the 
result, the nonlinear resonances do not overlap and the regimes with dynamic chaos 
do not appear. For many applications this is an encouraging result. However, it 
turned out that under autoresonance the particle dynamics is abnormally sensitive 
to fluctuations. The presence of additive fluctuations results in superdiffusion, and 
the multiplicative fluctuations lead to the fluctuation instability. In this case the 
highest moments are growing faster than the lower moments, and such processes 
cannot be described by conventional kinetic equations. It is necessary to use either 
the equations with fractional derivatives, or to use the method of moments. Chaotic 
dynamics of particles arises in the case when particles are in the field of several 
waves. It is shown that in all FEL schemes and in inverse FEL schemes the regimes 
with dynamic chaos do appear. These regimes are unwanted regimes. They limit the 
efficiency and worsen the quality of the excited fields (FEL) and the quality of the 
accelerated bunches (in IFEL). However, the same regimes can be the basis of new 
schemes of the efficient plasma heating to thermonuclear temperatures. It was 
shown in this review that accounting of singular solutions requires a revision of the 
basic paradigms of the dynamic chaos. Indeed, as follows from obtained results, the 
accounting of such solutions leads to the possibility of appearance of the regimes 
with irregular dynamics in systems with one degree of freedom, and even in dynamic 
systems that are fully integrated, therefore, the singular solutions need to be 
considered when study many important physical systems. Many linear systems are 
transformed into the nonlinear systems when transformation of the variables occurs. 
The best-known examples of this are the transitions from the equations of quantum 
mechanics to the equations of classical mechanics, as well as the transition from the 
wave optics to the geometrical optics. In the new variables the regimes with chaotic 
dynamics can be realized. The review shows that this approach can be useful in 
many other cases. In particular, it was shown that by using such approach, it is 
possible to find a new mechanism of multiphoton excitation of quantum systems. 
Moreover, this approach gives possibility to show that almost any regular function 
can be represented as a combination of functions with chaotic behavior. 
Keywords: regular dynamics, chaotic dynamics, acceleration, nonlinear 
resonances, cyclotron resonances, autoresonance, singular solutions, the paradigm of 
dynamic chaos. 
PACS numbers: 41.60.Сr, 41.75.Lx, 05.40.-a, 05.45.-a, 52.35.Mw 
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Аннотация 
Обзор посвящен новым явлениям, которые возникают при отказе от попу-
лярной абстракции точечной бесструктурной частицы. Обсуждается модель 
структурно-сложной частицы с внутренними степенями свободы и удобный бил-
лиардный формализм для ее описания. Рассмотрены кинематические и динами-
ческие свойства таких частиц. Обнаружены новые законы отражения от барьера 
и рассеяния таких частиц с небольшим числом внутренних степеней свободы. 
Найдены необычные режимы отражения. Рассмотрено обобщение биллиардного 
формализма на случай заряженных структурно-сложных частиц. Установлены 
их законы движения в постоянном электрическом поле. Показана эффектив-
ность излучения структурно-сложной частицы в постоянном электрическом поле. 
Мощность излучения структурно-сложной частицы на несколько порядков пре-
восходит мощность излучения эквивалентной бесструктурной частицы. 
Ключевые слова: структурно-сложная частица, внутренние степени свобо-
ды, биллиардный формализм, отражение, рассеяние, кинематика, динамика, 
излучение структурно-сложной частицы. 
Реферат 
Одна из наиболее распространенных абстракций физики – это представ-
ление о бесструктурной точечной частице. В качестве таковых рассматриваются 
не только такие малые объекты, как электроны и протоны, но и множество мак-
роскопических объектов и даже планеты. В этой части рассмотрим явления и 
эффекты, возникающие при учете конечных размеров и внутренней структуры 
частиц. Основное внимание уделено случаю небольшого числа внутренних сте-
пеней свободы. Это довольно сложный и интересный случай, для которого тер-
модинамические закономерности не применимы. Предложена простая модель 
структурно-сложных частиц с внутренними степенями свободы. Рассмотрена ки-
нематика таких частиц с небольшим числом внутренних степеней свободы. Об-
наружен специфический эффект классического «квантования» состояний свобод-
ного движения таких частиц. «Спектр» состояний зависит от числа внутренних 
степеней свободы. Введен биллиардный формализм для описания кинематичес-
ких и динамических свойств структурно-сложных частиц. Установлены все воз-
можные режимы свободного движения структурно-сложных частиц с одной и 
двумя внутренними степенями свободы. Детально рассмотрено отражение струк-
турно-сложной частицы с внутренней степенью свободы от упругого барьера. 
Установлены необычные законы отражения структурно-сложной частицы. Пока-
зано, что отражение такой частицы происходит после конечного числа столкно-
вений с барьером. Число таких столкновений может быть большим и зависит от 
параметров структурно-сложной частицы. Обнаружены три качественно различ-
ных режима отражения. При одном из них скорость отраженной структурно-
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сложной частицы превышает скорость падения ее на барьер. Разумеется, законы 
сохранения импульса и энергии в этом режиме не нарушаются. Рассмотрены 
законы рассеяния структурно-сложных частиц в рамках обобщенного биллиард-
ного формализма. Обсуждены новые механизмы хаотизации при отражении и 
рассеянии частиц с внутренними степенями свободы. Найдены обобщенные за-
коны рассеяния, качественно отличающиеся от законов рассеяния точечных час-
тиц. С использованием численного моделирования показано, что полученные 
закономерности выполняются не только для модели структурно-сложных частиц, 
но и для любых наночастиц, состоящих из относительно небольшого числа ато-
мов любых веществ. Рассмотрено обобщение биллиардного формализма на слу-
чай заряженных структурно-сложных частиц в постоянном электрическом поле. 
Предложено обобщение принципа Шварца спрямления траекторий на случай 
заряженных частиц. Используя его, изучена динамика структурно-сложной час-
тицы с одной и двумя внутренними степенями свободы. Установлены все возмо-
жные режимы движения таких частиц. Показано, что мощность излучения стру-
ктурно-сложной частицы с одной заряженной внутренней степенью свободы 
в постоянном электрическом поле на несколько порядков превосходит мощность 
излучения эквивалентной точечной бесструктурной частицы. Простая одномер-
ная модель структурно-сложной частицы обобщена на трехмерный случай. Обоб-
щен биллиардный формализм для описания свойств таких частиц. Рассмотрена 
кинематика таких частиц. Обнаружено своеобразное броуновское блуждание 
структурно-сложной частицы под воздействием «случайной» силы, действующей 
изнутри частицы, а не снаружи, как в обычном броуновском движении. Установ-
лены закономерности такого блуждания. Обсуждается перераспределение энер-
гии по внутренним степеням свободы структурно-сложных частиц. 
Ключевые слова: структурно-сложная частица, внутренние степени свобо-
ды, биллиардный формализм, отражение, рассеяние, кинематика, динамика, 
излучение структурно-сложной частицы. 
PACS numbers: 05. 45. –a. 
 
Яновський В. В., Тур А. В. Частинки з внутрішніми ступенями свободи 
 
Анотація 
Огляд присвячений новим явищам, які виникають з відмовою від попу-
лярної абстракції точкової безструктурної частинки. Обговорюється модель струк-
турно-складної частинки із внутрішніми ступенями свободи й зручний більярдний 
формалізм для її опису. Розглянуто кінематичні й динамічні властивості таких 
частинок. Виявлено нові закони відбиття від бар'єра та розсіювання таких части-
нок з невеликою кількістю внутрішніх ступенів свободи. Знайдено незвичайні ре-
жими відбиття. Розглянуто узагальнення більярдного формалізму на випадок за-
ряджених структурно-складних частинок. Встановлено їхні закони руху в постій-
ному електричному полі. Показано ефективність випромінювання структурно-
складної частинки в постійному електричному полі. Потужність випромінювання 
структурно-складної частинки на кілька порядків перевершує потужність випро-
мінювання еквівалентної безструктурної частинки. 
Ключові слова: структурно-складна частинка, внутрішні ступені свободи, 
більярдний формалізм, відбиття, розсіювання, кінематика, динаміка, випромі-
нювання структурно-складної частинки. 
Реферат 
Одна з найпоширеніших абстракцій фізики – це уявлення про безструк-
турну точкову частинку. У якості таких розглядаються не тільки такі малі об'єк-
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ти, як електрони чи протони, але й безліч макроскопічних об'єктів і навіть пла-
нети. У цій частині розглянемо явища й ефекти, що виникають при обліку кін-
цевих розмірів і внутрішньої структури частинок. Головна увага приділена ви-
падку невеликої кількості внутрішніх ступенів свободи. Це досить складний і 
цікавий випадок, для якого термодинамічні закономірності не можуть бути за-
стосовані. Запропоновано просту модель структурно-складних частинок із внут-
рішніми ступенями свободи. Розглянуто кінематику таких частинок з невеликою 
кількістю внутрішніх ступенів свободи. Виявлено специфічний ефект класичного 
«квантування» станів вільного руху таких частинок. «Спектр» станів залежить 
від кількості внутрішніх ступенів свободи. Введено більярдний формалізм для 
опису кінематичних та динамічних властивостей структурно-складних частинок. 
Встановлено всі можливі режими вільного руху структурно-складних частинок з 
однієї й двома внутрішніми ступенями свободи. Детально розглянуто відбиття 
структурно-складної частинки із внутрішнім ступенем свободи від пружного ба-
р'єра. Виявлено незвичайні закони відбиття структурно-складної частинки. По-
казано, що відбиття такої частинки відбувається після кінцевого числа зіткнень 
із бар'єром. Кількість таких зіткнень може бути великою і залежить від парамет-
рів структурно-складної частинки. Виявлено три якісно різні режими відбиття. 
В одному з них швидкість відбитої структурно-складної частинки перевищує 
швидкість падіння її на бар’єр. Зрозуміло, що закони збереження імпульсу й 
енергії в цьому режимі не порушуються. Розглянуто закони розсіювання струк-
турно-складних частинок у рамках узагальненого більярдного формалізму.  
Обговорено нові механізми хаотизації при відбитті й розсіюванні частинок із 
внутрішніми ступенями свободи. Знайдено узагальнені закони розсіювання, що 
якісно відрізняються від законів розсіювання точкових частинок. З використан-
ням чисельного моделювання показано, що отримані закономірності виконують-
ся не тільки для моделі структурно-складних частинок, але й для будь-яких на-
ночастинок, що складаються з відносно невеликої кількості атомів будь-яких 
речовин. Розглянуто узагальнення більярдного формалізму на випадок заря-
джених структурно-складних частинок у постійному електричному полі. Запро-
поновано узагальнення принципу Шварца випрямлення траєкторій на випадок 
заряджених частинок. Використовуючи його, вивчена динаміка структурно-
складної частинки з однією й двома внутрішніми ступенями свободи. Установле-
но всі можливі режими руху таких частинок. Показано, що потужність випромі-
нювання структурно-складної частинки з одним зарядженим внутрішнім ступе-
нем свободи в постійному електричному полі на кілька порядків перевершує по-
тужність випромінювання еквівалентної точкової безструктурної частинки. Про-
ста одновимірна модель структурно-складної частинки узагальнена на тривимі-
рний випадок. Узагальнений більярдний формалізм для опису властивостей 
таких частинок. Розглянуто кінематику таких частинок. Виявлено своєрідне 
броуновське блукання структурно-складної частинки під впливом «випадкової» 
сили, що діє зсередини частинки, а не зовні, як у звичайному броуновському ру-
сі. Виявлено закономірності такого блукання. Обговорюється перерозподіл енер-
гії по внутрішніх ступенях свободи структурно-складних частинок. 
Ключові слова: структурно-складна частинка, внутрішні ступені свободи, 
більярдний формалізм, відбиття, розсіювання, кінематика, динаміка, випромі-
нювання структурно-складної частинки. 
PACS numbers: 05. 45. –a. 
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Yanovsky V.V., Tur A.V. The particles with internal degrees of freedom 
 
Annotation 
The review covers new phenomena occurring when one rejects the popular 
abstraction of dot structureless particle. The model of particle with complicated 
structure with inner degrees of freedom and convenient billiard formalism for its 
description are discussed. Kinematic and dynamic properties of such particles are 
considered. New laws of reflection from a barrier and dispersion of such particles 
with small number of inner degrees of freedom are established. Unusual modes of 
reflection are found. Generalization of billiards formalism for the case of charged 
particles with complicated structure is considered. The laws of its movement in 
electrostatic field are established. The efficiency of studying the emission of particles 
with complicated structureв in electrostatic field is shown. The power of emission of 
a particle with complicated structure is by several digits more than the power of 
emission of the equivalent dot structureless particle. 
Keywords: structurally complex particle, internal degrees of freedom, billiard 
formalism, reflection, scattering, kinematic, dynamics, radiation structurally 
complex particle. 
Abstract 
One of the most widespread abstractions of physics is the idea of structureless 
dot particle. Not only small objects as electrons and protons, but also macroscopic 
objects and even planets are regarded as such ones. In this part, we will concentrate 
on phenomena and effects occurring in case of taking into consideration the size and 
inner structure of the particles. The main attention is paid at the case of small 
number of degrees of freedom. This is rather complicated and interesting case; 
thermodynamic regularities are not applicable in it. A simple model of particles with 
complicated structure and inner degrees of freedom is introduced. Kinematics of 
such particles with small number of inner degrees of freedom is considered. A special 
effect of classical ―quantization‖ of free movement states for such particles. The 
«spectrum» of the states depends on number of inner degrees of freedom. Billiard 
formalism is introduced for description of kinematic and dynamic properties of 
particles with complicated structure. All the possible free movement modes of 
particles with complicated structure with one and two degrees of freedom are found. 
The reflection of a particle with complicated structure with an inner degree of 
freedom from elastic barrier is thoroughly considered. Unusual laws of reflection are 
established for particles with complicated structure. It is shown that the reflection of 
such a particle occurs after a finite number of collision with the barrier. The number 
of these collisions can be large and depends on the parameters of the particle with 
complicated structure. There have been found three qualitatively different modes of 
reflection. At one of them, the velocity of the reflected particle with complicated 
structure is more than the velocity of its falling on the barrier. Of course, the laws of 
impulse and energy conservation are not broken in this mode. The laws of dispersion 
for particles with complicated structure are considered in the framework of 
generalized billiard formalism. New mechanisms of chaotization during reflection 
and dispersion of particles with inner degrees of freedom are discussed. Generalized 
laws of dispersion, qualitatively different from the laws of dot particles are 
established. It is shown, with the use of numeric modeling, that the regularities 
obtained are true not only for the model of particles with complicated structure, but 
for any other nanoparticles consisting of relatively small number of atoms of any 
substance. The generalization of billiard formalism for the case of charged particles 
with complicated structure in electrostatic field is considered. Generalization of 
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Schwartz principle of trajectories rectifying is proposed for the case of charged 
particles. With its use, the dynamics of particle with complicated structure and one 
and two degrees of freedom is studied. All the possible modes of movement are 
established for such particles. It is shown that the power of emission of a particle 
with complicated structure with one charged inner degree of freedom in electrostatic 
field is by several digits more than the power of emission of the equivalent dot 
structureless particle. A simple one-dimensional model of particle with complicated 
structure is generalized for three-dimensional case. Billiard formalism is generalized 
for the description of such particles properties. Kinematics of these particles is also 
considered. A kind of Brownian walk of a particle with complicated structure 
influenced by an ―occasional‖ force form within the particle and not from outside as 
in ordinary Brownian motion is observed. Regularities of this kind of walk are 
established. Redistribution of the energy on inner degrees of freedom of particles 
with complicated structure is discussed. 
Keywords: structurally complex particle, internal degrees of freedom, billiard 
formalism, reflection, scattering, kinematic, dynamics, radiation structurally 
complex particle. 
PACS numbers: 05. 45. –a. 
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